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ВСТУП 

 

Сонячна електроенергетика на сучасному етапі її розвитку 

характеризується значним зростанням ринку фотобатарей, що забезпечують 

безпосереднє перетворювання енергії сонячної радіації в електричну енергію. 

Сонячна енергія є найбільш ємним і доступним природним енергоресурсом з 

усіх відновлюваних джерел енергії (ВДЕ), використання яких є важливим 

стратегічним напрямом розвитку енергетики України, направленим на 

заощадження традиційних паливно-енергетичних ресурсів та поліпшення стану 

оточуючого середовища.  

Для широкомасштабного впровадження обладнання сонячної 

електроенергетики необхідно вирішення науково-технічних проблем 

ефективного перетворювання енергії сонячного випромінювання в електричну 

енергію за рахунок застосування передових технологій. Однією із важливих 

проблем є встановлення ефективних параметрів роботи фотоелектричних 

перетворювачів, у тому числі із застосуванням електрохімічних акумуляторів, 

що дозволяє забезпечити надійність електроживлення споживачів. У зв’язку з 

цим актуального значення набуває розвиток досліджень параметрів процесів 

електромасопереносу у фотоелектричних перетворювачах та електрохімічних 

акумуляторах для підвищення стійкості енергетичних систем на основі 

фотоелектричних джерел живлення. 

Актуальність теми. Одним із перспективних напрямів розвитку світової 

відновлюваної енергетики в даний час є виробництво електричної енергії за 

рахунок використання сонячного фотоелектричного обладнання, що знімає ряд 

проблем, пов’язаних із вичерпанням органічних енергоресурсів та вимогами 

екологічної безпеки. Нерівномірність сонячних енергетичних потоків 

спричиняє ускладнення в процесі їх використання і не завжди відповідає 

сучасним вимогам щодо енергопостачання споживачів. Проблема підвищення 

енергоефективності фотоелектричних систем електроживлення вирішується 

різними методами, в першу чергу за рахунок підвищення коефіцієнтів 
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перетворювання енергії сонячного випромінювання в електричну енергію та 

застосування електрохімічних акумуляторів для резервного 

електрозабезпечення споживачів у періоди зменшення інтенсивності або 

відсутності сонячного випромінювання. 

Розвиток сонячної енергетики в Україні потребує створення сучасної 

техніки та технологій, що, в свою чергу, обумовлює проведення 

фундаментальних наукових досліджень для отримання інформації про розподіл 

електричних, теплових та енергетичних параметрів, у тому числі в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії. Якісний і 

кількісний опис процесів перетворювання енергії  на основі адекватних 

моделей фізичних процесів значно сприяє здешевленню розробки технологій 

виробництва електротехнічних і енергетичних пристроїв сонячної 

фотоенергетики. При цьому часто принципово неможливим є отримання 

інформації про перебіг процесів технічними експериментальними засобами. 

Тому для отримання даних в енергетиці широко використовується 

моделювання процесів перетворювання енергії. Вивчення нелінійних процесів 

переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах 

енергії, які є базовими для визначення електричних та енергетичних 

характеристик, із застосуванням методів чисельно-аналітичного моделювання 

дозволяє підвищити рівень як фундаментальних, так і прикладних досліджень у 

галузі фотоенергетики.  

Таким чином, розробка та використання методів чисельно-аналітичного 

моделювання нелінійних процесів переносу зарядів в фотоелектричних та 

електрохімічних перетворювачах енергії із застосуванням сучасного 

програмного забезпечення є актуальною задачею, розв’язання якої сприятиме 

вирішенню задачі підвищення стійкості енергетичних систем на основі 

фотоелектричних джерел живлення. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Наукова 

робота за темою дисертації виконана у відповідності з планами наукових 

досліджень Інституту відновлюваної енергетики НАН України, що 
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проводились згідно Постанов бюро Відділення фізико-технічних проблем 

енергетики НАН за темами «Дослідити особливості процесів перетворювання 

сонячної енергії в сонячних колекторах і фотобатареях з інтенсифікацією 

процесів енергообміну та розробити практичні рекомендації щодо 

удосконалення їх схем та конструкцій з метою підвищення 

енергоефективності» (шифр «Сонце», №ДР 0104U003593),  «Розробити 

системний метод дослідження динаміки взаємопов’язаних електродинамічних, 

теплових, гідродинамічних та механічних нелінійних процесів перетворювання 

енергії відновлюваних та нетрадиційних джерел на основі принципів 

синергетики» (шифр «Синергетика», № ДР 0107U001065), «Розробити фізико-

технічні засади підвищення енергоефективності систем сонячного 

енергопостачання на основі використання принципу концентрації сонячного 

випромінювання, раціонального вибору теплоносіїв та функціональних 

матеріалів» (шифр «Сонце-1», № ДР 0108U000418), «Розробити системний 

метод дослідження динаміки взаємопов’язаних електродинамічних, теплових, 

гідродинамічних та механічних нелінійних процесів перетворювання енергії 

відновлюваних та нетрадиційних джерел на основі принципів синергетики» 

(шифр «Синергетика-А», № ДР 0112U000648), «Дослідити електродинамічні, 

теплові та енергетичні процеси в комбінованих системах перетворювання 

енергії сонячного випромінювання в електричну та теплову енергію (шифр 

«Сонце-2», № ДР 0113U000931).             

У перерахованих НДР автор брав безпосередню участь, як виконавець: 

ним обґрунтовано задачі дослідження, розроблено науково-прикладні методи 

чисельно-аналітичного моделювання нелінійних процесів переносу зарядів в 

фотоелектричних і електрохімічних перетворювачах енергії та програмне 

забезпечення для практичної реалізації чисельних експериментів систем 

фотоелектричного електропостачання.  

Мета і задачі дослідження. Метою дисертаційної роботи є розробка 

методів чисельно-аналітичного моделювання нелінійних процесів переносу 
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зарядів в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії для 

реалізації багатоваріантних чисельних експериментів. 

Для досягнення поставленої мети в дисертації вирішено наступні задачі: 

– дослідження стійкості нелінійних процесів переносу зарядів в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії на основі 

синергетичної теорії аналізу в напрямку визначення можливості виникнення 

малих збурень концентрації та характеру їх розвитку у часі; 

– обґрунтування можливості застосування для аналізу стійкості процесів 

переносу зарядів наближення амбіполярної дифузії; 

– дослідження стійкості процесів переносу зарядів та визначення 

характеру просторової і часової зміни збурень у наближенні амбіполярної 

дифузії; 

– розробка методу виконання багатоваріантних чисельних 

експериментів по визначенню просторово-часового розподілу зарядів в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії при довільних, у 

тому числі суттєво неоднорідних та розривних по просторових координатах 

початкових розподілах концентрації зарядів; 

– дослідження за допомогою багатоваріантних чисельних експериментів 

характеристики кінцевого профілю функції розподілу концентрації зарядів в 

режимі стабілізації при великих значення часу; 

– розробка адаптивного чисельного алгоритму із використанням 

повністю нерівномірних сіток для забезпечення стійкості розрахунків при 

проведенні чисельних експериментів, оптимізації використання розрахункових 

ресурсів та можливості проведення розрахунків з наперед заданою точністю; 

– розробка методу переходу від внутрішніх локально-розподілених у 

просторі параметрів фотоелектричних та електрохімічних перетворювачів 

(концентрації зарядів, температури тощо) до усереднених по об’єму параметрів, 

що дасть можливість визначити їх вплив на режими функціонування 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачів в системах 

електропостачання. 
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Об’єктом дослідження є фотоелектричні та електрохімічні 

перетворювачі енергії. 

Предметом дослідження є процеси переносу зарядів в фотоелектричних 

та електрохімічних процесах, які визначають електричні, теплові та енергетичні 

характеристики фотоелектричних та електрохімічних перетворювачів енергії 

для реалізації багатоваріантних чисельних експериментів. 

Методи дослідження. Досягнення поставленої в роботі мети було 

реалізовано з використанням: 

– методів математичного моделювання нелінійних процесів переносу 

зарядів в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії із 

застосуванням сучасних чисельних методів; 

– синергетичного підходу для аналізу процесів переносу зарядів в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії та  теорії стійкості 

систем, що описуються нелінійними диференціальними рівняннями у 

часткових похідних; 

– методів векторного аналізу для переходу від внутрішніх параметрів 

розподілу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах до 

інтегральних параметрів системи, у яку включено перетворювач. 

Наукова новизна одержаних результатів полягає в наступному: 

– вперше для аналізу стійкості процесів електромасопереносу в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії застосовано 

синергетичну теорію, що дозволяє визначати умови виникнення нестійких 

режимів при перетворюванні енергії, від яких залежить надійність та ресурс 

функціонування обладнання при наявності природних джерел збурень;  

– розвинуто комбінований метод виконання чисельних експериментів з 

визначення просторово-часового розподілу зарядів в процесах електро-

масопереносу зарядів в фото- та електрохімічних перетворювачах, особливістю 

якого є використання чисельних алгоритмів методу скінченних різниць із 

змінним просторовим кроком сіток на кожному часовому інтервалі, що дало 
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можливість скоротити на порядок час виконання чисельних експериментів при 

забезпеченні стійкості обчислювань при заданій точності; 

– вперше для задач аналізу розподілу концентрації зарядів та температури 

в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах на основі застосування 

теореми з векторного аналізу про дивергенцію встановлено зв’язки між 

середніми за об’ємом значеннями із зовнішніми електричними та тепловими 

параметрами. 

Практичне значення одержаних результатів. Отримані в дисертації 

теоретичні результати мають вагоме практичне значення, суть якого полягає у 

розробці комп’ютерного програмного комплексу, який дозволяє виконувати 

багатоваріантні чисельні експерименти. Визначено, що застосування 

розробленого адаптивного чисельного алгоритму має переваги перед іншими, 

оскільки при однаковій точності результату кількість просторових вузлів 

зменшується у декілька разів, що призводить до такого ж зменшення 

розмірності систем алгебраїчних рівнянь і суттєвого зменшення часу виконання 

чисельних експериментів.  

Виконано побудову технології аналізу формування просторово-

неоднорідних структур при взаємодії сонячного випромінювання з активними 

поверхнями фотоелектричних та електрохімічних перетворювачів енергії, 

розвинуто аналітичні та чисельні методи формування структур в процесі 

електромасопереносу, які використовуються в Інституті відновлюваної 

енергетики НАН України при виконанні НДР з фундаментальних досліджень, а 

також в учбових закладах м. Києва: Національному технічному університеті 

України «Київський політехнічний інститут» та Національному університеті 

харчових технологій України. 

Результати впровадження підтверджені відповідними актами (додаток А). 

Особистий внесок здобувача. Всі результати дисертаційної роботи 

отримано автором особисто. Роботи [52, 71, 74, 85-87, 97, 107, 119, 120] 

написані автором самостійно. В друкованих працях, опублікованих у 

співавторстві, автору належать: в [70, 76, 80, 118] – проектна модель та 
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реалізація програмного забезпечення; в [68] – алгоритм чисельного методу; в 

[55] – аналіз стійкості до малих збурень; в [101] – застосування теореми про 

дивергенцію для аналітичних розрахунків усередненої температури 

фотобатарей; в [102] – аналіз електротеплового стану фотобатарей. 

Апробація результатів дисертації. Основні положення дисертаційної 

роботи доповідались та обговорювались на: міжнародних науково-практичних 

конференціях «Відновлювана енергетика ХХІ століття» в смт. Миколаївка, АР 

Крим, Україна (19 - 23 вересня 2005р., 11 - 15 вересня 2006 р., 17 - 21 вересня 

2007р., 15 - 19 вересня 2008р., 14 - 18 вересня 2009р., 13 - 17 вересня 2010р., 17 

- 21 вересня 2007р., 12 - 16 вересня 2011р., 10 - 14 вересня 2012р., 16 - 20 

вересня 2013р.) та міжнародних науково-практичних конференціях 

«Відновлювана енергетика ХХІ століття» в м. Києві, Україна (16 - 17 вересня 

2014р. і 28 - 29 травня 2015р.) 

Публікації. Основний зміст дисертаційної роботи відображено в 

20 публікаціях: 8 статей у фахових наукових виданнях, затверджених МОН 

України, 1 стаття у міжнародному науково-технічному виданні, 11 наукових 

праць у вигляді тез доповідей на наукових конференціях. 
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РОЗДІЛ 1 

ВИБІР ЧИСЕЛЬНОГО МЕТОДУ МОДЕЛЮВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ 

ПРОЦЕСІВ ПЕРЕНОСУ ЗАРЯДІВ В ФОТОЕЛЕКТРИЧНИХ ТА 

ЕЛЕКТРОХІМІЧНИХ ПЕРЕТВОРЮВАЧАХ ЕНЕРГІЇ 

 

Предметною областю виконуваної роботи є просторовий розподіл зарядів 

в робочих проміжках елементів фотоелектричних (ФП) та електрохімічних 

перетворювачів (ЕХ) енергії. 

Головним недоліком сонячних елементів є періодичність роботи, що 

ліквідується за рахунок використання ефективних акумуляторів електричної 

енергії. При достатній кількості сонячних елементів (СЕ) можна створити 

сонячну батарею (СБ) із практично любими напругами і струмами, здатну 

забезпечити зарядку любого типу акумуляторів. Найпоширенішими є сонячні 

елементи на базі кристалічного кремнію, що являють собою нелінійні пристрої, 

характеристики яких досить важко описати формулою на зразок закону Ома [1]. 

Експериментальне дослідження нелінійних процесів переносу зарядів у 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії є достатньо 

затрудненим, а в деяких випадках і цілком неможливим. Найбільш високий 

рівень досліджень забезпечує чисельно-аналітичне моделювання нелінійних 

процесів переносу заряджених частинок в фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачах енергії, що описуються диференційними рівняннями у 

частинних похідних.  

 

1.1. Просторовий розподіл зарядів у робочих проміжках елементів  

       фотоелектричних та електрохімічних перетворювачів  

 

Визначальний вплив на робочі параметри фотоелектричних та 

електрохімічних перетворювачів має проходження  процесів переносу зарядів 

на елементарному рівні. Просторовий розподіл зарядів у робочих проміжках 
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елементів фотоелектричних та електрохімічних перетворювачів досить 

складний і має нелінійний характер. 

Повну систему електродифузійних рівнянь у двовимірному випадку, 

нехтуючи зовнішніми магнітними полями, можна представити у наступному 

вигляді [2, 3]:  
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де Ne, Ni  об'ємні концентрації негативно і позитивно заряджених частинок, 

відповідно;  

N  об'ємна концентрація нейтральної незарядженої компоненти; 

Ex, Еу, 
*

xv , 
*

yv  компоненти напруженості локального електричного 

поля та макроскопічної швидкості руху вздовж осей х і у, відповідно; 

De, Di,  коефіцієнти дифузії негативно і позитивно заряджених 

компонент, пов’язані з рухливостями µе, µі співвідношеннями Ейнштейна [4]; 

i, r  коефіцієнти іонізації і рекомбінації трьохчасткового процесу 

електрон-іонної рекомбінації, кінетика якого схематично може бути описана 

реакцією [4, 5]: 

 

,e e i a e                                           (1.4) 

 

де e  заряд електронів. 
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При цьому отримання інформації про розподіл заряджених частинок в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії ускладнюється 

особливостями конструкції і її отримання технічними засобами іноді є 

принципово неможливим. 

 

1.1.1 Просторовий розподіл зарядів у робочих проміжках 

фотоелектричних елементів 

 

Фотоелементи, основані на фотоефекті в напівпровідникових структурах 

з р-n переходами, на так званому вентильному фотоефекті, безпосередньо 

перетворюють падаюче на них оптичне випромінювання в електричну енергію. 

Розвиток фотоелектричного методу перетворення енергії 

випромінювання почався лише після створення зонної теорії побудови 

напівпровідників, розробки методів їх очистки і контрольованого легування, 

визначення переважної ролі, яку грає запірний шар на грані напівпровідників із 

протилежним типом провідності. 

За минулий час коефіцієнт корисної дії (ККД) сонячних елементів різко 

підвищився, чому сприяли краще сприйняття фізичних явищ, які відбуваються 

в сонячних елементах, створення більш сучасних технологічних прийомів їх 

виготовлення і розробка нових удосконалених конструкцій елементів з різних 

напівпровідникових матеріалів. 

Напівпровідники мають ряд особливостей щодо величини 

електропровідності, температурного коефіцієнта електропровідності та 

можливості прояву так званої діркової провідності, яка виникає тоді, коли 

вільні лише такі частинки, поблизу яких в даний момент є вільне місце  

дірка або вакансія в кристалічній решітці. Після переходу частинки в дану 

вакансію в старому місці її знаходження утворюється нова вакансія, в яку, у 

свою чергу, переходить наступна частинка, і т.д. Кожен окремий вільний 

носій заряду переміщується тільки на коротку дистанцію  в наступну 

вакансію. Разом з тим первинна вакансія поетапно переміщується в 
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протилежний напрям на великі відстані. Вакансія частинок одного знаку 

рівносильна надлишку такого ж по значенню заряду іншого знаку. Тому 

формально можна розглядати таку рухому дірку (відсутність негативного 

заряду) як вільний позитивний заряд [6 - 8]. 

Кремнієві фотоелементи, а в останній час і фотоелементи із арсеніду 

галію та інших широкозонних напівпровідників завдяки високому ККД, який 

досягає в теперішній час у кращих зразків 15-22 % (а при використанні 

складних каскадних систем на їх основі навіть 27-30 %), широко 

застосовуються як фотоелектричні перетворювачі сонячного випромінювання 

або сонячні елементи [1]. 

Оптичне випромінювання, яке падає на поверхню напівпровідникової 

структури з p-n переходом, утворює (в основному поблизу поверхні) пари 

електрон-дірка, причому концентрація пар постійно спадає від поверхні в 

середину напівпровідника по направленню до p-n переходу. У тому випадку, 

коли відстань від поверхні до p-n переходу менше глибини проникання світла 

1/α, пари електрон-дірка утворюються за p-n переходом. Якщо перехід стоїть 

від місця виникнення пар на відстані, менше дифузійної довжини, то вони 

внаслідок дифузії підуть до p-n переходу і розподіляться під дією його поля. 

Електрони перейдуть в електронну, а дірки в діркову частину переходу. На 

зовнішніх металічних електродах, з’єднаних з p і n областями напівпровідника, 

з’явиться різниця потенціалів, яка викличе струм крізь опір навантаження [6]. 

Дифундуючи до p-n переходу, неосновні надлишкові носії струму будуть 

розподілятись завдяки наявності потенційного бар’єру. Накопичення 

надлишкових (розподілених переходом) електронів в n-області і дірок в p-

облаcті фотоперетворювача призводить до компенсації об’ємного заряду, 

зконцентрованого у p-n переході, тобто до створення електричного поля, 

протилежного за напрамком до існуючого. Таким чином, одночасно з появою 

різниці потенціалів на зовнішніх електродах внаслідок освітлення відбувається 

зміна і потенціального бар’єру, який існував у неосвітленому p-n переході. 

Виникаюча фото-ЕРС зменшує цей бар’єр, що в свою чергу, приводить до 



17 

 

виникнення зустрічних потоків електронів із електронної і дірок з діркової 

частини. Ці потоки практично рівноцінні струму в прямому напрямку, 

виникаючому під дією прикладеної до p-n переходу електричної напруги. Коли 

кількість утворюваних світлом надлишкових пар зрівняється з кількістю пар, 

які відходять через p-n перехід або в зовнішню напругу, встановлюється 

стаціонарний стан. Як правило, це відбувається через тисячні долі секунди 

після початку освітлення. Подальша доля цих пар залежить від їх дифузійної 

довжини в даному напівпровідниковому матеріалі. Якщо вона достатньо 

велика, то утворені світлом надлишкові неосновні носії заряду встигнуть тільки 

за рахунок процесу дифузії дійти до області p-n переходу і будуть розподілені 

його полем [6]. 

Вирішальну роль в ефективності цієї стадії перетворення оптичного 

випромінювання в середині напівпровідника має співвідношення між 

дифузійною довжиною L та відстанню від p-n переходу l, на якому утворюється 

під дією світла пари електрон-дірка. Два крайні розміщення p-n переходу в 

напівпровідниковому кристалі по відношенню до напрямку падіння оптичного 

випромінювання представлено на рис. 1.1 [6, 7]. У випадку а) світло проникає 

на всю глибину кристалу і l рівня товщі напівпровідникової пластини, а в б) – 

освітлюється вся поверхня пластини шириною d. 

 

Ddddddddddddd                                                                                         

 

 

 

 

                                                                                                               

D                                                                                                                        d 

 
 

Рис. 1.1. Схема розміщення p-n переходу в напівпровідниковому кристалі: 

а) – перпендикулярна площина p-n переходу;  

б) – паралельна площина p-n переходу. 

d     l 
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Паралельне розміщення вважається кращим, тому що для повного 

збирання і розподілення носіїв найбільш суттєвим є розподілення пар носіїв в 

напрямку, перпендикулярному p-n переходу, і рівномірна генерація носіїв по 

глибині кристалу утворює сприятливі умови для їх дифузії до p-n переходу і 

наступного просторового розподілення. Розроблені на основі такого 

розподілення p-n переходу відносно до світла багатоперехідні матричні сонячні 

елементи, які складаються з великої кількості мікроелементів, площини яких 

паралельні по відношенню до падаючого сонячного випромінювання (або 

розміщені під невеликим кутом до нього), володіють високою ефективністю 

збирання носіїв в довгохвильовій області спектра і дозволяють отримати значну 

фотоелектрорушійну силу з одиниці освітлюваної поверхні [6, 7]. 

Фотоелементи, основані на фотоефекті в напівпровідникових структурах 

з р-n переходами на так званому вентильному фотоефекті, безпосередньо 

перетворюють падаюче на них оптичне випромінювання в електричну енергію.  

 

1.1.2 Просторовий розподіл зарядів у робочих проміжках елементів  

         електрохімічних перетворювачів 

 

Оскільки використання електрохімічних акумуляторів сприяє підвищенню 

ефективності використання сонячного електроенергетичного обладнання і 

стабільності енергопостачання споживачів, то встановлення впливу різних 

факторів на їх енергетичні характеристики та вивчення закономірностей, 

пов'язаних із взаємним перетворенням хімічної і електричної форм енергії має 

велике значення [1]. 

Електрохімічні перетворення на межі електрод/електроліт, при яких через цю 

межу проходить перенесення заряду і проходить електричний струм, мають назву 

електродних процесів.  Залежно від напряму переходу електронів, розрізняють 

катодні та анодні електродні процеси, що приводять відповідно до відновлення та 

окислення речовин. Особливістю електронних процесів є залежність їх швидкості 

від електродного потенціалу, а також від структури  подвійного електродного шару 
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і наявності адсорбованих часточок на міжфазній межі. У хімічних джерелах струму 

використовуються просторовий розподіл процесів окислення і відновлення. 

Для отримання більш чіткого уявлення про процеси переносу зарядів, що 

проходять в електрохімічних перетворювачах, необхідно докладно визначити 

особливості електрохімічних реакцій. При електрохімічній реакції прямий 

контакт між реагуючими частками замінюється контактом кожного із її 

учасників з електродом. При цьому реакція і пов'язані з нею енергетичні зміни 

проходять при різних кінетичних умовах. Електрохімічні реакції відрізняються 

від хімічних не тільки з термодинамічної (енергетичний ефект процесу), але 

і з кінетичної точки зору (енергія активації). Взаємне перетворення хімічної і 

електричної форм енергії відбувається тільки в електрохімічних системах, тому 

вивчення процесів перетворення дає можливість управляти цими процесами з 

метою підвищення ефективності [9]. 

Особливістю електронних процесів є залежність їх швидкості від 

електродного потенціалу, а також від структури  подвійного електродного шару і 

наявності адсорбованих часточок на міжфазній межі. Електрохімічні реакції 

відбуваються на межі фаз і пов'язані з переносом через неї електричних зарядів 

у вигляді розмежованих процесів окислювання і відновлення. Електрохімічна 

система може знаходитися в стані рівноваги або нерівноваги [9, 10]. 

Дифузія в розчинах електролітів електрохімічних перетворювачів виникає 

в результаті неоднорідності складу системи, тобто в тому випадку, коли окремі її 

ділянки або містять різні речовини, або ті самі речовини, але не в однаковій 

концентрації.  

У найбільш загальному випадку дифузійний потенціал виникає в місці 

контакту двох розчинів I і II, що відрізняються один від одного і якісно, і 

кількісно (рис. 1.2) [9].  

На межі цих розчинів є деякий перехідний шар, де склад змінюється від 

розчину I до розчину II або від розчину II до розчину I. У цьому ж 

перехідному шарі локалізується і дифузійний потенціал. 
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Рис. 1.2. Схема дифузійних процесів у електрохімічному перетворювачі 

 

Побудова перехідного шару, а також закон, за яким у ньому відбувається 

зміна складу, достатньо не встановлені. Однак можна стверджувати, що якщо 

всередині умовно вирізати елементарний шар товщиною dx із межами АА і ВВ і 

припустити, що ліворуч від межі АА активності присутніх часток будуть а1, а2, аі 

і аk;, та праворуч від межі ВВ вони будуть відрізнятися від цих значень на 

нескінченно малі величини. Стаціонарна різниця потенціалів, викликана різною 

рухливістю іонів, називається дифузійним потенціалом d . Дифузія електроліту в 

розчині виникає як результат дії двох градієнтів: градієнту його концентрації і 

градієнту поля, пов’язаного із дифузійним потенціалом. 

Як видно, такі складні процеси переносу зарядів в електрохімічних та 

фотоелектричних елементах перетворювачів потребують високого рівня опису 

таких процесів; підвищення рівня досліджень нелінійних процесів переносу 

заряджених частинок в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах 

енергії потребує застосування чисельно-аналітичних методів моделювання.  

Для досягнення мети роботи необхідним є дослідження нелінійних 

процесів переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачах енергії в напрямку аналізу можливості формування 
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просторово-неоднорідних структур розподілу параметрів електромасопереносу 

із застосуванням принципів синергетики. 

Синергетика, (буквально "теорія спільної дії ") являє собою новий напрям 

вивчення складних систем, який є продовженням і доповненням кібернетики і 

загальної теорії систем. Тоді як кібернетика займається проблемою підтримки 

стійкості складних систем за рахунок використання негативного зворотнього 

зв'язку, а загальна теорія систем − принципами їх організації (дискретністю, 

ієрархічністю і т. п.), то синергетика досліджує типи поведінки таких систем, 

тобто нестаціонарні структури, які виникають в них під дією зовнішніх впливів 

або через внутрішні чинники − нерівноважності, нестабільності відкритих 

нелінійних систем. Як правило, досліджувані системи є дисипативними, 

відкритими системами. 

Синергетика існує не сама по собі, а пов’язана із іншими науками 

якнайменш двояко. По-перше, системи, що вивчаються синергетикою, 

відносяться до компетенції різних наук. З іншої сторони, ці науки привносять в 

синергетику свои ідеї.  

Уперше термін «синергетика» увів Хакен. Як новаційний напрямок у 

науці, синергетика виникла, у першу чергу, завдяки видатним досягненням І. 

Прігожина в галузі нерівноважної термодинаміки. Він стверджував, що в 

нерівноважних відкритих системах можливі ефекти, що приводять не до 

зростання ентропії і прагнення термодинамічних систем до стану рівноважного 

хаосу, а до "мимовільного" виникнення упорядкованих структур, до 

народження порядку з хаосу [11]. 

Моделі синергетики − це моделі нелінійних, нерівноважних систем, що 

піддаються дії флуктуацій. У момент переходу впорядкована і неупорядкована 

фази відрізняються один від одного настільки мало, що саме флуктуації 

переводять одну фазу в іншу. Якщо в системі можливо декілька стійких станів, 

то флуктуації відбирають одну з них. При аналізі складних систем синергетика  

досліджує найпростіші основні моделі, що дозволяють зрозуміти і виділяти 

найбільш істотні механізми "організації порядку" − вибіркову нестійкість, 
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імовірнісний відбір, конкуренцію або синхронізацію підсистем. Поняття 

синергетики в першу чергу пов'язані з оцінкою впорядкованості і хаосу − 

інформація, ентропія, кореляція, точка біфуркації та ін. Методи синергетики в 

значній мірі перетинаються з методами теорії коливань і хвиль, термодинаміки 

нерівноважних процесів, теорії катастроф, теорії фазових переходів, 

статистичної механіки, теорії самоорганізації, системного аналізу та ін. 

У книзі І. Пригожина та І. Стенгерс «Порядок з хаосу» процес 

виникнення дисипативних структур пояснюється наступним чином. Поки 

система перебуває в стані термодинамічної рівноваги, її елементи поводяться 

незалежно один від одного, в силу чого такі елементи нездатні до утворення 

впорядкованих структур. Але якщо ця система під впливом енергетичних 

взаємодій з навколишнім середовищем переходить в нерівноважний 

«збуджений» стан, ситуація змінюється. Елементи такої системи 

«прокидаються від сну» і починають діяти узгоджено. Між ними виникають 

кореляції, когерентна взаємодія. У результаті і виникає те, що І. Пригожин 

називав дисипативною структурою. Після свого виникнення така структура не 

втрачає резонансного збудження, яке її і породжує, і одним з найдивовижніших 

властивостей такої структури є її підвищена «чутливість» до зовнішніх впливів. 

Зміни в зовнішньому середовищі виявляються фактором генерації і фактором 

відбору різних структурних конфігурацій. Матеріальна система такого типу 

включається в процес структурогенезу або самоорганізації. Якщо 

передбачається, що саме нерівноважність є природним станом усіх процесів 

дійсності, то природним виявляється і прагнення до самоорганізації як 

іманентна властивість нерівноважних процесів. Схематичний опис виникнення 

дисипативних структур і пов'язаного з ними процесу структурогенеза пояснює і 

назву дисципліни [12, 13].  

Дослідження в даній галузі, з огляду на її специфіку, повинні 

проводитись засобами ряду сучасних наук – фізики, математики, інформатики 

та інших, кожна із яких має властиві їй методи. 
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Застосування принципів синергетики для опису нелінійних процесів 

переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах 

енергії, що представляють собою складні системи, дає можливість дати нове 

тлумачення ефекту розвитку нестійкостей і розвинути узагальнену теорії 

стійкості для фотоелектричних та електрохімічних перетворювачів енергії із 

урахуванням нелінійних факторів [3]. 

 

1.2 Огляд методів розв’язання диференціальних рівнянь, що описують  

         процеси переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних       

         перетворювачах енергії 

 

Згідно [2] профіль сталої концентрації заряджених часточок має різку 

неоднорідність на граничних значеннях. Фізичною причиною ефектів 

локалізації и делокалізації електронів при амбіполярній дифузії є зміна 

механізму генерації заряджених часток при переході через межу однорідного 

стаціонарного стану. Для надання наочного уявлення про характер 

неоднорідної просторово-часової зміни концентрації електронів в 

електрохімічних та фотоелектричних елементах перетворювачів енергії необхідно 

проведення математичного моделювання, першим етапом якого є постановка та 

вирішення крайової задачі для диференціальних рівнянь в частинних похідних. 

 

1.2.1 Постановка крайової задачi. Початкові та крайові умови 

 

Диференціальні рівняння у частинних похідних (ДРЧП) мають у 

загальному випадку нескінченну множину розв'язків. Тому, якщо фізичний 

процес описується за допомогою рівняння у частинних похідних, то для 

однозначної характеристики цього процесу до рівняння необхідно приєднати 

деякі додаткові умови. Ці додаткові дані складаються з початкових і граничних 

(крайових) умов [14, 15]. 

По суті розрізнити ці умови можна лише в тому випадку, коли одна з 
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незалежних змінних диференціального рівняння виконує роль часу t, а інші − 

просторових координат. Умови, що відносяться до початкового моменту часу t0 

називають початковими, а умови, що відносятся до фіксованих значень 

координат (звичайно це границя області, де відшукується розв'язок), −  

крайовими (граничними). Відмітимо, що розмірність рівнянь в частинних 

похідних визначається кількістю просторових координат. 

Задачу пошуку розв'язку, що задовольняє початкові умови, називають 

задачею Коші для рівняння з частинними похідними. При цьому задача 

розв'язується в безмежному просторі і граничні умови не задаються. Частіше 

задача Коші ставиться для лінійних диференціальних рівнянь  гіперболічного та 

параболічного типів [15]. 

Наприклад, задача Коші для рівняння гіперболічного типу може бути 

сформульована так. Знайти розв'язок u=u(x,t) рівняння )(
2

2

2

2

x,tf
 x
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u
 в 
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 де ,  − задані функції. 

Задачу знаходження розв'язку u=u(x,y) лінійного диференціального 

рівняння, що задовольняє крайові умови, називають крайовою задачею. Такі 

задачі ставляться для рівнянь еліптичного типу. Розглядають три типи крайових 

умов [16, 17]: 

− крайові умови 1-го роду, коли на межі області задані значення функції, 

що відшукується; 

−  крайові умови 2-го роду, коли на межі області задана нормальна 

похідна (похідна у напрямку нормалі до границі); 

− крайові умови 3-го роду, коли на границі області задана лінійна 

комбінація функції, що відшукується, та ії нормальної похідної. 

Відповідні крайові задачі називають крайовими задачами 1-го, 2-го і 3-го 

роду. Для рівняння Лапласа u = 0 крайову задачу 1-го роду називають задачею 

Дірихле, а крайову задачу 2-го роду − задачею Неймана. Наприклад, крайові 
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задачі для рівняння  еліптичного типу можуть бути сформульовані так. Знайти 

розв'язок u=u(x,y) рівняння в області G з границею Г (рис. 1.3, а), який на 

границі області задовольняє крайові умови: u(x,y) = (x,y) − перша крайова 

задача; )(x,y
 n

 u
 − друга крайова задача; )()( x,ypx,yuσ

 n

 u
 − третя 

крайова задача. Тут , ,p − відомі функції. Якщо область G обмежена, то 

відповідну крайову задачу називають внутрішньою, в протилежному випадку – 

зовнішньою [15]. 

 

 

 

 

 

 

                        а)                                        б) 

 

Рис.1.3. Області пошуку розв'язку задачі: 

а) – двовимірної крайової задачі; 

б) – одновимірної змішаної задачі. 

 

Задачу відшукання розв'язку u = u (x,t) лінійного диференціального 

рівняння, що задовольняє початкові і крайові умови, називають змішаною 

задачею. Такі задачі ставляться для рівнянь гіперболічного і параболічного 

типів. Наприклад, змішана задача для рівняння гіперболічного типу може бути 

сформульована так. Знайти розв'язок  u=u(x,t) рівняння )(
2

2

2

2

x,tf
 x

u

 t

u
 в 

області G(0<x<1, t>0) (рис. 1.3, б), що задовольняє початкові 

)()0 ()()0 ( 21 xx,
 t

 u
,xx,u  (0<x<1, t=0) та крайові 

)() 1()1(   , )() 0() 0( 222111 tψt,
 x

 u
β,tuαtψt,

 x

 u
βt,uα  умови. Причому 
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.<t< ,βα, βα 000 2211  Задачу Коші і крайову задачу можна 

розглядати як частинний випадок змішаної задачі. 

На складність ДРЧП, окрім інших чинників, значно впливає вигляд 

розв’язку, а саме наявність зон з великими його градієнтами, де погіршується 

точність апроксимації диференціальної задачі і для збереження точності 

необхідно скупчувати вузли сітки. Назвемо задачу жорсткою, якщо у її 

розв’язку присутня хоча б одна зона з великими його градієнтами. Прикладом 

розв’язку жорсткої задачі є температурне поле пластини, на яку діє промінь 

лазера (рис.1.4, б) [15, 18]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               а)                                                   б) 

 

Рис.1.4. Приклади розв’язку: 

а) – нежорсткої задачі; 

б) – жорсткої задачі. 

 

Оскільки задачі математичної фізики є математичними моделями 

реальних фізичних процесів, то їх постановки повинні задовольняти наступні 

природні вимоги [19, 20]: 

− розв'язок повинен існувати у деякому класі функцій М1; 

− розв'язок повинен бути єдиним у деякому класі функцій М2; 
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− розв'язок повинен неперервно залежати від даних задачі (початкових і 

граничних даних, коефіцієнтів рівняння і т.д.). 

Остання вимога пов'язана з тим, що початкові і граничні умови, 

коефіцієнти рівняння найчастіше визначаються приблизно, з експерименту. 

Тому розв'язок задачі буде мати практичну цінність, якщо невеликі помилки у 

вихідних даних не можуть привести до великих відхилень відповідного 

розв'язку. Задачу, що задовольняє три перелічені вимоги, називають коректно 

поставленою. 

 

1.2.2 Класифікація методів розв'язування 

 

Аналітичні методи розв’язування ДРЧП існують лише для деяких їх 

класів, тому зараз найчастіше використовують числові методи з використанням 

обчислювальної техніки. Незважаючи на різноманіття числових методів для 

розв’язання ДРЧП, вони мають деякі спільні риси [15]. При їх використанні: 

− неперервну область зміни аргументів шуканої функції замінюють 

кінцевою (дискретною) множиною точок (вузлів), яку називають різницевою 

сіткою; 

− на сітці замість функцій неперервного аргументу розглядають функції 

дискретного аргументу, визначені у вузлах сітки, які називають сітковими 

функціями, або використовують їх локальну апроксимацію за допомогою 

функцій, визначених на обмежених вузлами елементах; 

− диференціальне рівняння для кожного моменту модельного часу 

замінюють системою алгебраїчних рівнянь (різницевими рівняннями), 

початкові і крайові умови також замінюють різницевими початковими і 

крайовими умовами. 

У результаті одержують різницеву крайову задачу у вигляді однієї або 

багатьох систем алгебричних рівнянь. Розв'язком різницевої задачі є сіткова 

функція, визначена у вузлах сітки, тобто на дискретній множині точок, або 

кусково-неперервна функція для методу скінчених елементів. Існує досить 

багато обчислювальних методів розв’язування ДРЧП, які різняться способом 
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заміни диференціальної задачі набором алгебричних. Умовно їх розділяють на 

дві великі групи методів: скінчених різниць та скінчених елементів [21 - 25]. 

У методах скінчених різниць алгебраїчний аналог диференціальної задачі 

одержують безпосередньо з диференціального рівняння застосуванням формул 

числового диференціювання або з вимоги виконання законів збереження 

енергії, маси, кількості руху (методи контрольного об’єму, балансу). 

Математичною основою методу скінчених елементів є варіаційне 

числення. Вихідна диференціальна задача замінюється відповідною 

варіаційною задачею пошуку мінімуму функціонала, причому невідома функція 

апроксимується кусковою функцією і невідомими у кінцевій алгебричній задачі 

виступають коефіцієнти цієї апроксимації, які звичайно співпадають зі 

значеннями шуканої функції у вузлах [15]. 

Основними характеристиками обчислювальних методів розв’язування 

ДРЧП виступають [17, 26]: 

− збіжність наближеного розв’язку до точного при згущенні сітки; 

− точність апроксимації диференціальної задачі різницевою; 

− стійкість розв’язку до флуктуацій вхідних даних; 

− консервативність, тобто виконання законів збереження енергії, маси; 

− монотонність, тобто відповідність наближеного розв’язку фізичному 

явищу, що моделюється, з точки зору кількості локальних екстремумів та його 

осциляцій; 

− економічність, яка характеризується лінійним характером залежності 

кількості операцій, які потрібні для розв’язання алгебричних рівнянь, від 

кількості вузлів сітки. 

Розглянемо більш детально ці характеристики. Запишемо в операторній 

формі початкову диференціальну задачу, яка полягає в розв’язуванні ДРЧП при 

заданих початкових і крайових умовах [17, 27]: 

 

LU(x,t) = F(x,t), (x,t)  G , x = (x1,…,xn).                               (1.5) 

 

Це операторне рівняння об’єднує у собі як диференціальне рівняння, так і 



29 

 

додаткові умови. Область G  включає в себе розрахункову область G та її 

границю Г. Замінимо область G  деякою сітковою областю hhh . Для 

диференціальної задачі побудуємо різницеву апроксимацію, яку теж запишемо 

в операторному вигляді: 

 

 (x,t),fuL hhhh   .                                             (1.6) 

 

Значення сіткової функції ui
j
 у вузлах сітки h  приблизно замінюють 

точні значення шуканої функції ),( ki
k
i txUU  у тих самих вузлах з похибкою 

k
i

k
i

k
i Uuδu , яка є різною для різних вузлів просторово-часової сітки. У ролі 

норми цієї похибки візьмемо її максимальне за модулем значення на сітці: 

.max
,

k
i

ki
uδδu  

Різницеву схему (1.6) називають збіжною, якщо при згущенні вузлів сітки 

це значення похибки наближається до нуля, тобто, .0lim
0
δu

h
 Якщо при цьому 

виконується умова qp τMhMδu 21 , де M1,M2 –сталі, що не залежать від h та 

, то кажуть, що різницева схема збігається зі швидкістю O(h
p
+

q
) та має р-й 

порядок точності по просторовій та q-й порядок по часовій змінним. 

Перейдемо до поняття апроксимації диференціальної задачі різницевою. 

Нехай різницеве рівняння розв'язано точно та одержано сіткову функцію uh, 

тобто при підстановці uh у ліву частину (1.6) отримаємо fh. Якщо у ліву частину 

того ж різницевого рівняння підставити точний розв'язок, то отримаємо не 

величину fh, а деяку величину h=LhUh. Різницю Rh цих двох величин називають 

нев'язкою (похибкою апроксимації, локальною похибкою дискретизації) 

різницевої схеми [15, 28, 29]: 

 

hhhhhhhhhhhh δuLUuLULuLfR )( . 
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Введемо деяку характерну величину нев'язки, наприклад, h
tx

RR
h),(

max . 

Кажуть, що апроксимація має k-й порядок відносно h та q-й порядок відносно , 

якщо R=O(h
p
+

q
). Різницева схема (1.6) апроксимує початкову диференціальну 

задачу (1.5), якщо при здрібненні кроків сітки нев'язка наближається до нуля, 

тобто якщо 0lim

0
0

R

h

. Ця умова означає, що відмінність рівнянь різницевої 

схеми від точних рівнянь повинна зменшуватись при зменшенні кроків h та . 

Тобто, похибка апроксимації R характеризує відмінність рівнянь, а похибка 

різницевого розв’язку u - відмінність розв’язків цих рівнянь. Апроксимацію 

називають безумовною (абсолютною), якщо нев'язка R наближається до нуля 

при наближенні до нуля h та  по будь-якому закону без будь-яких умов. У 

випадку умовної апроксимації накладають деякі обмеження на розміри кроків h 

та .  

Різницеву схему називають стійкою, якщо її розв'язок неперервно 

залежить від вхідних даних, тобто малій зміні вхідних даних відповідає мала 

зміна розв'язку. За аналогією з апроксимацією стійкість буває умовною та 

безумовною в залежності від того, накладають чи ні обмеження на 

співвідношення кроків за різними змінними. 

Дослідження апроксимації диференціальної задачі різницевою та 

перевірка стійкості різницевої схеми виконуються простіше, ніж доведення 

збіжності різницевого розв'язку до точного [28, 29]. У теорії різницевих схем 

доводиться, що з апроксимації та стійкості випливає збіжність. Отже, довівши 

апроксимацію та стійкість різницевої схеми, можна бути впевненими у її 

збіжності. 

Неперервний точний розв’язок диференціального рівняння, одержаного 

на основі запису законів збереження енергії, маси та кількості руху, 

задовольняє цим законам. Але для різницевого розв’язку ця вимога виконується 

лише при зменшенні розмірів кроків до нуля. Ряд методів формують різницеві 

рівняння, у яких у явному вигляді формулюється вимога виконання законів 
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збереження для елементарного об’єму та для будь-якого набору таких об’ємів. 

Різницеві схеми, для яких наближений розв’язок відповідає законам збереження 

енергії при довільних кроках, звуться консервативними [15]. 

При моделюванні процесів, для яких точний розв’язок являє собою 

монотонні за часом функції, можливе одержання різницевого розв’язку, що 

коливається за часом та просторовими координатами. Умова відсутності 

коливань різницевого розв’язку при моделюванні процесів з шуканою 

функцією, що змінюється монотонно, зветься умовою монотонності різницевої 

схеми. Наприклад, недоліком схеми Кранка-Ніколсона є відсутність 

монотонності при перевищенні часовим кроком  деякої критичної величини, 

хоча кількісно величина похибки u при цьому може бути досить малою. 

На перший погляд метод скінченних різниць, що складається з трьох 

етапів (побудови сітки, побудови різницевих рівнянь, розв'язання цих рівнянь) 

здається простим і гарантуючим одержання розв'язку. Однак насправді це не 

так. Широкий різновид типів і розмірів сіток, видів рівнянь, можливих кінцево-

різницевих апроксимацій цих рівнянь і методів розв'язання систем рівнянь, що 

одержуються, роблять задачу числового розв'язання ДРЧП виключно цікавим 

дослідженням [30 - 32]. 

Отже, основними етапами методу скінчених різниць є: 

− дискретизація області, тобто побудова різницевої сітки; 

− заміна диференціальної задачі алгебраїчною у вигляді систем 

алгебраїчних рівнянь; 

− розв’язування систем алгебричних рівнянь. 

Кожен із етапів більш детально розглянуто далі. 

 

1.2.3 Метод скiнченних рiзниць 

 

У методі скінченних різниць наближений розв'язок визначається у вузлах 

сітки. Розглянемо спочатку декілька прикладів найпростіших рівномірних 

сіток.  

Для одерження рівномірної сітки на відрізку [a, b] розіб'ємо його на N 
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рівних частин. Відстань між сусідніми вузлами h = xi - xi-1 = (b-a)/N називають 

кроком сітки, а точки поділу xi = a+ih - вузлами (рис.1.5, а) [15].  

 

 

 

 

 

 

                              а)                                             б) 

 

Рис.1.5. Рівномірні сітки: 

а) – на відрізку; 

б) – на площині. 

 

Точки x1, x2,..., xN-1, що не належать кінцям відрізка, називають 

внутрішніми точками сітки і утворюють множину h = {xi = a+ih, i = 1,2,...,N-1}. 

Якщо до цієї множини додати граничні точки x0=a та xN=b, то отримаємо 

множину  h  = {xi=a+ih, i=0,1,...,N}. 

Для одержання рівномірної сітки на площині розглянемо функцію двох 

аргументів u(x, y) з областю визначення у вигляді прямокутника G з межею Г: 

G*={a< x <b, c< y <d} (рис. 1.5, б). Розіб’ємо відрізки [a, b] вісі Ox та [c, d] вісі 

Oy відповідно на N1 і N2 частин з величинами кроків h1 = (b - a)/N1 та h2 = (d - 

c)/N2. Через точки поділу проведемо прямі, паралельні відповідним осям. 

Внаслідок перетину цих прямих одержимо вузли (i, j), визначені координатами 

(xi, yj), які утворюють сітку *
h  = {(xi,yj) G*}. Сусідніми вузлами сітки 

називають вузли, які лежать на одній прямій, відстань між якими дорівнює 

кроку сітки (h1 чи h2). Вузли сітки, які лежать на межі Г області G, називають 

граничними вузлами, а решту вузлів - внутрішніми. Оскільки при постановці 

задачі часто граничні умови відомі, то у граничних вузлах сіткову функцію 

також можна вважати відомою. 

У випадку областей складної форми граничні точки області можуть не 
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збігатися з вузлами сітки. Тоді вводяться додаткові вузли на перехресті ліній 

x=const та y=const з границею або границю приблизно замінюють ламаною, яка 

проходить через близькі до границі вузли і на яку переносять граничні умови. 

 

У деяких випадках криволінійні області за допомогою заміни змінних можна 

привести до простішого виду [15]. Наприклад, область G на рис. 1.6 можна 

привести до одиничного квадрату G’, 

вводячи нові змінні ,  замість x і y 

відповідно до співвідношень: 

,
(y)(y)

 (y)x-
ξ

12

1  

.,  η, 
(x)ψ(x)ψ

(x)ψy
  η 10

12

1  До нових 

змінних при цьому приводяться 

рівняння, початкові та граничні умови. 

В області G’ вводиться прямокутна сітка, причому в області G їй відповідає 

нерівномірна сітка з криволінійними комірками. 

Для тривимірної області можна аналогічно побудувати прямокутну сітку 

з кроками h1,h2,h3 по вісям Ox, Oy, Oz. Елементом такої сітки є прямокутний 

паралелепіпед з ребрами h1,h2,h3 

(рис. 1.7) [15]. 

У деяких випадках задача 

формулюється не в декартовій 

системі координат, а в інших, 

наприклад, полярній, 

циліндричній, сферичній та ін. 

При цьому сітка також будується 

в цих системах координат [32].  

Наприклад, якщо задача 

формулюється у полярній системі координат (r, ), то для її розв’язання 

 

Рис.1.7. Елемент тривимірної 

сітки сіткисітки 

Рис.1.6. Перетворення 

розрахаозрррірозрахункової 

оооооооооооообласті 
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вводиться сітка з кроком r по радіусу-вектору і  по полярному куту 

(рис.1.8, a).  

Інколи замість прямокутної використовують трикутну або скошену  сітки 

(рис.1.8, б, в) [15]. Отже, у залежності від форми комірок сітки діляться на 

трикутні, чотирикутні і т.д. У залежності від типу ліній або поверхонь, що 

обмежують комірки, сітки можуть бути криволінійними або прямолінійними. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Якщо розміри усіх комірок однакові, сітки називають рівномірними, 

інакше – нерівномірними. Якщо з часом розміри комірок не змінюються, сітки 

називають фіксованими, інакше – змінними (рис. 1.9) [18]. 

Якщо сітка утворена перетином криволінійних координатних площин, 

вона зветься структурованою (регулярною), інакше – неструктурованою 

(нерегулярною). Можливі гібридні сітки, коли у частині області сітка 

структурована, а у іншій – неструктурована. Структуровані сітки можуть бути 

блочними, коли сітка будується окремо для різних частин області, а стиковка 

виконується за допомогою інтерполяції (використовують при розв’язанні задач 

для областей складної форми). 

У структурованих сітках комірки є чотирикутними у двовимірному 

випадку та шестигранними – у тривимірному з криволінійними сторонами та 

гранями у загальному випадку. Неструктурована сітка складається з 

трикутників або тетраедрів у дво- та тривимірному випадку відповідно, але 

 

Рис.1.8. Сітки у недекартових системах координат: 

а) – полярна (а); 

б) – трикутна (б); 

в) – скошена. 
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може утворюватися елементами іншої форми. Структуровані сітки 

використовують більш просту структуру даних і спрощують апроксимацію 

диференціальної задачі. Неструктуровані сітки мають переваги для задач зі 

складними границями.  

 

У ряді випадків у деяких частинах області необхідно зробити більш точні 

розрахунки. Тоді і для простих розрахункових областей використовують 

нерівномірну сітку, згущуючи вузли у таких зонах. Адаптивними називають 

такі сітки, які автоматично перебудовується з часом у залежності від поведінки 

функції для досягнення наперед заданої точності. Вони дають особливо 

значний ефект, якщо зона великих градієнтів змінює з часом своє положення.  

Найпростішими є два види змінних сіток [15, 18, 33]: 

− змінна рівномірна, коли змінним є крок за часом t, а просторові кроки є 

однаковими в кожному координатному напрямку для фіксованого часу t і 

змінюються при переході на наступний часовий шар; 

 

Рис.1.9. Розв’язок задачі та розташування вузлів змінної нерівномірної 

різницеірізницевої сітки для трьох моментів часу 
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− змінна нерівномірна, коли і для просторових змінних відстані між 

сусідніми точками у кожному напрямку неоднакові. 

Після вибору сітки необхідно апроксимувати похідні, які входять у 

рівняння, та граничні і початкові умови кінцевими різницями. Вузли сітки, які 

використовують у формулах різницевої апроксимації похідних, називають 

шаблоном. 

 

1.2.4. Метод коллокації для рівняння дифузії типу теплопровідності 

 

Для розв'язування ДРЧП можна використовувати ті ж проекційні 

принципи, що при розв'язуванні крайових задач для звичайних 

диференціальних рівнянь. Використання методів коллокації і Гальоркіна 

приводили розв'язування крайової задачі до розв'язування СЛАР відносно 

коефіцієнтів лінійної комбінації базисних функцій. У випадку ДРЧП ці методи 

приводять до розв'язання системи звичайних диференціальних рівнянь. Цей 

підхід можна застосувати до рівнянь як параболічного, так і гіперболічного 

типів [15, 34]. 

Нехай дано рівняння типу теплопровідності: 

 

 ,  tx,  
x

U
a

t

U
010

2

2

                                     (1.7) 

 

з початковими                                     (x,0)=f(x)                                                    (1.8) 

 

та граничними умовами                    U(0,t)=0, U(1,t)=0.                                     (1.9) 

 

Виберемо деякі базисні функції 1 (x), ... , n (x), що задовольняють 

граничні умови: 

j(0) = 0, j(1) = 0,  j = 1,..,n. 

Наближений розв'язок u(x,t) U(x,t) задачі (1.7) - (1.9) будемо шукати у 

вигляді лінійної комбінації базисних функцій [15, 35]: 
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Коефіцієнти cj

 

зараз залежать від часу t, оскільки від часу залежить 

розв'язок рівняння теплопровідності. Для знаходження коефіцієнтів cj виберемо 

на відрізку [0,1] сітку по змінній x: 0< x 1<...< x n<1 , яка не обов'язково має бути 

рівномірною, і поставимо вимогу, щоб у вузлах сітки наближений розв'язок 

задовольняв диференціальне рівняння. Оскільки 

 

,)(  ,)(
1

2

2

1

n

j
ij

n

j
ij xtc

x

u
 xtc

t

u
 

 

будемо вимагати виконання для всіх вузлів xi

 

співвідношень: 
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які утворюють систему ЗДР. Запишемо її більш детально: 
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Для більш компактного запису цієї системи введемо наступні позначення: 
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Тоді у матричній формі остання система рівнянь запишеться наступним 

чином: Ac'(t) = Bc(t). Припустимо, що матриця А невироджена. Помноживши це 

співвідношення на А
-1

 й позначивши D=А
-1

B, одержимо у канонічному вигляді 

систему n звичайних диференціальних рівнянь з невідомими функціями ci: 

 

c'(t)=Dc(t).                                                           (1.11) 

 

Для розв'язання задачі Коші потрібно задати початкові умови. 

Вимагатимемо, щоб наближений розв'язок u(x,t) задовольняв початковій умові 

(1.8) вихідної крайової задачі у точках xi: u(xi,0) = f(xi), i=1,...,n  або згідно з 

(1.10) [36]: 

 xfxc
n

j
iiij

1

)()()0( ,  i=1,…,n. 

 

Поєднавши значення f(xi) у вектор f=(f(x1),..,f(xn)) запишемо останнє 

співвідношення у матричній формі: 

 

A.c(0)=f                                                      (1.12) 

 

або 

c(0)=A
-1

f .                                                    (1.13) 

 

Таким чином сформульовано задачу Коші для системи (1.11) ЗДР з 

початковими умовами (1.13). Одержуючи в процесі інтегрування на кожному 

кроці n значень функцій ci
(k) 

ci(tk), i = 1,…,n можна для кожного моменту часу tk
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за формулою (1.10) обчислити наближений розв'язок u для потрібних значень x. 

Виникає питання, чи необхідно обертати матрицю А з метою отримання 

матриці D для формування системи (1.11). Ні, хоча при цьому виникає 

необхідність розв'язання на кожному кроці СЛАР навіть для явних методів [15, 

37]. 

Розглянемо спочатку застосування явного методу Ейлера для розв'язання 

системи (1.11). На першому кроці обчислюється вектор невідомих c
(1) 

за 

формулою: 

 

c
(1)

=c
(0)

+hDc
(0)

,                                                    (1.14) 

 

причому як стартові беруться значення у відповідності з початковою умовою 

(1.13). Помноживши зліва (1.13) і (1.14) на матрицю А, прийдемо до іншої 

формули, що дозволяє не обчислювати матрицю A
-1

: Аc
(1) 

= Аc
(0) 

+ hBc
(0)

. Таким 

чином, при використанні методу Ейлера для розв'язання задачі (1.11), (1.13) 

можливі два підходи [15]. 

У першому випадку необхідно обернути матрицю А за приблизно 3n
3 

операцій, обчислити вектор початкового наближення c
(0)

 за формулою (1.13), 

обчислити матрицю D=A
-1

B й на кожному кроці по часу використовувати 

формулу: 

c
(k+1)

=c
(k)

+hDc
(k)

,  k=0,1,... 

 

Цей підхід не потребує розв'язання на кожному часовому кроці системи 

лінійних алгебричних рівнянь. 

У другому випадку треба розв'язати систему (1.12) для отримання  

вектора c
(0)

 початкових значень, а потім на кожному кроці по часу треба 

використовувати формулу:  Ac
(k+1)

=Ac
(k)

+hBc
(k+1)

, k=0,1,..., тобто розв'язувати 

СЛАР з матрицею А. Оскільки матриця А не змінюється при зміні часу tk, то 

можна один раз розкласти її на добуток двох трикутних матриць A=LU і в 

подальшому на кожному часовому кроці виконувати тільки прямий і зворотній 

хід. 
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Явний метод Ейлера має невисокий порядок точності і не є абсолютно 

стійким [38]. Система (1.11) часто виявляється досить "жорсткою" і при 

використанні явних методів доведеться вести інтегрування з малим кроком h. 

Тому замість явного методу Ейлера доцільно використовувати неявний метод 

другого порядку − метод трапецій [15]. 

При розгляді застосування методу трапецій для даної задачі необхідно 

враховувати, що що у випадку одного ДР y' = f(x,y) цей метод реалізується за 

формулою:   .,yxf,yxfhyy kkkkkk )()(
2 111  У застосуванні до системи 

(1.11) цей метод має вигляд: 
)1()()()1(

2

kkkk DcDc
h

cc  

або 

)()1(

22

kk cD
h

EcD
h

E ,                      (1.15) 

 

де E − одинична матриця. Таким чином, навіть отримавши матрицю D, все одно 

потрібно розв'язувати на кожному кроці СЛАР. Отже, при використанні методу 

трапецій процес розв'язування можна також організовувати двома способами. 

У першому випадку необхідно обратити матрицю А, обчислити за 

формулою (1.13) вектор початкових значень c
(0)

,  обчислити матрицю  D = A
-1

B  

і для кожного моменту часу tk+1 розв'язувати систему вигляду (1.15) [39]. У 

другому випадку необхідно розв'язати систему (1.12) для одержання вектора 

c
(0)

,
 

а потім на кожному часовому кроці розв'язувати СЛАР: 

)()1(

22

kk cB
h

AcB
h

A , отриману з (1.15) множенням зліва на матрицю 

А [40]. Другий підхід є дещо більш економним. В обох випадках при 

інтегруванні зі змінним кроком h матриця системи теж змінюється й LU-

алгоритм втрачає свої переваги. 

Розглянутий у даному пункті метод називається напівдискретним, 

оскільки за допомогою базисних функцій j

 

і вузлів сітки xi проводиться 

дискретизація тільки по змінній x, тобто по простору, а час t залишено як 
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неперервну змінну. І хоча потім, розв'язуючи задачу Коші для системи ЗДР 

обчислювальними методами, проводиться дискретизація і по часу, такий підхід 

виявляється корисним. Розглянутий метод коллокації може бути використаний і 

до хвильового рівняння. Дискретизація по просторових змінних може 

грунтуватися і на методі Гальоркіна [35]. 

 

1.2.5 Метод прямих 

 

Метод скінченних різниць використовує скінченно-різницеву 

апроксимацію похідних, що входять до рівняння, по усіх змінних. Методи 

коллокації й Гальоркіна засновані на дискретизації тільки частини похідних й 

використовують базисні функції. Перехід від розв'язування рівняння у 

частинних похідних до розв'язування системи ЗДР може бути виконаний і 

інакше, а саме, за допомогою методу прямих. Дискретизація усіх, окрім однієї, 

змінних тут, на відміну від методу коллокації, проводиться за допомогою 

скінченно-різницевої апроксимації [15, 41]. Іншими словами, у вихідному 

рівнянні усі похідні, окрім похідної по одній із змінних, замінюються у цьому 

методі відношеннями скінченних різниць. 

Розглянемо рівняння теплопровідності:  

 

010
2

2

, tx, 
t

u
a

t

u
 

 

з початковими                               u(x,0) = f(x)                                          (1.16) 

 

і граничними умовами          u(0,t) = 0,  u(1,t) = 0.                                         (1.17) 

 

Виберемо на відрізку [0,1] вісі Ox сітку x0 = 0,x1,x2,...,xn,xn+1 = 1 з кроком h. 

Замінимо у вихідному рівнянні  похідну 
2
u/ x

2 її скінченно-різницевими 

апроксимаціями у точках x1,x2,...,xn, не змінюючи похідну по часу: 
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h

,txu,txu,txu
a

t

,txu iiii .                       (1.18) 

 

Позначимо деяке наближення до шуканої функції u(xi,t) при фіксованому 

значенні x через vi(t):  vi(t)  u(xi,t). Тим самим функцію u(x,t), визначену у 

прямокутнику 0  x 1, 0  t T, замінено n функціями vi(t), кожна з яких 

визначена на прямій x = xi, тобто не залежить від x (рис. 1.10) [15]. Фізично 

функція vi(t) означає у даній задачі температуру точки xi

 

стрижня, тобто набір 

цих функцій дає розв'язок вихідної задачі [42]. Точний розв'язок u(x,t) повинен 

забезпечувати близькість лівої й правої частин співвідношення (1.18). 

Очікується, що функція vi(t), що забезпечує виконання точної рівності: 

 

2

11 ))(2)()(

h

tvtvtv
a

dt

tdv iiii (
,  i=1,...,n,                                (1.19) 

 

буде близьким наближенням до точного розв'язку.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.10. Метод прямих 

 

Останні співвідношення становлять систему n ЗДР з невідомими 

функціями v0(t), v1(t),..., vn(t), vn+1(t). Проте з граничних умов (1.17) функції v0(t) 

та vn+1(t) відомі і тотожно дорівнюють нулю, тому кількість рівнянь співпадає з 

кількістю невідомих функцій [43]. Для постановки задачі Коші для ЗДР 

потрібно задати початкову умову для функцій vi(t). Вона випливає з початкової 

умови (1.16):  vi(0)=f(xi), i=1,..,n. Запишемо систему (1.19) більш детально: 

          t

   T

0 X1 X2 X3 1 X
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Ввівши позначення для тридіагональної матриці: 
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A , 

 

цю систему можна записати у матричній формі: )()(
2

tAV
h

atV , де V(t) − 

вектор з n координатами vi(t). Застосувавши до цієї системи явний метод Ейлера 

з кроком , одержимо: )(

2

)()1( kkk AV
h

a
VV . Записавши ці формули 

покоординатно, одержимо: 
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a
vv , i=1,...,n, 

 

що співпадає з формулою явної різницевої схеми [44, 45].  

Метод Кранка-Ніколсона виникає при використанні методу трапецій. 

Найважливіше те, що для розв'язання отриманої задачі Коші можна 

використовувати програмне забезпечення, що вже існує, зі змінним порядком і 

кроком. Цей підхід можна використати і для розв'язування рівняння Лапласа 

[46, 47]. 

При порівнянні методiв скiнченних рiзниць, коллокацiї та Гальоркiна, та 

методу прямих, видно, що метод скiнченних рiзниць iдейно простий, легко 
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реалiзуєтся та при використаннi центральних рiзниць дає другий порядок 

точностi. Метод коллокацiї у випадку зі змінними кроками сітки трохи бiльш 

складний за рахунок того, що при інтегруванні зі змінним кроком h матриця 

системи теж змінюється й використання LU-алгоритма втрачає свої переваги, 

але все ж його можна вважати вiдносно простим. У методi ж Гальоркiна 

доводиться обчислювати визначенi iнтеграли за допомогою, частiш усього, 

наближених методiв. Метод прямих також використовує перехід до системи 

ЗДР В усiх розглянутих випадках матриця СЛАР може бути зроблена 

тридiагональною, що спрощує розв'язання. Для усiх розглянутих методiв 

можливi варiанти з бiльш високою точнiстю, якi, природно, є бiльш складними. 

У даному випадку метод скiнченних рiзниць є бiльш переважним внаслiдок 

своєї простоти при розв'язуванні крайової задачi як для звичайних 

диференцiальних рiвнянь, так і для рiвнянь у частинних похiдних. Тому у 

подальшому у цій роботі як основа для розробки адаптивного алгоритму 

розв’язання диференціальних рівнянь у частинних похідних, буде 

використовуватись метод скінченних різниць з використанням неявного 

шаблону і повністю нерівномірних каркасів точок у розрахунковій області. 

 

1.3 Висновки до розділу 

 

1. За результатами проведених досліджень сформульовано основні задачі 

дисертаційної роботи, спрямовані на розробку узагальнених теоретичних основ 

стійкості систем на основі фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачів енергії, розробку алгоритму чисельного моделювання 

нелінійних процесів переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачах енергії, програмного забезпечення та методики досліджень. 

2. Для підвищення ефективності чисельного моделювання процесів 

розподілу заряджених частинок необхідно використовувати алгоритм з 

повністю нерівномірними просторовими сітками, оскільки профіль сталої 

концентрації заряджених часточок в фотоелектричних та електрохімічних 
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елементах перетворювачів енергії має різку неоднорідність на граничних 

значеннях. 

3. В результаті огляду методів розв’язання диференціальних рівнянь, що 

описують процеси переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачах енергії, визначено, що нелінійні процеси переносу зарядів в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії представляють 

собою складні системи, для опису яких необхідно використання адаптивних 

чисельних методів із застосуванням принципів синергетики.  

4. За результатами аналізу переваг і недоліків існуючих чисельних 

методів встановлено, що метод скiнченних рiзниць є бiльш простим при 

розв'язуванні крайової задачi як для звичайних диференцiальних рiвнянь, так і 

для рiвнянь у частинних похiдних. Тому у якості основи для розробки 

алгоритму розв’язання диференціальних рівнянь у частинних похідних вибрано 

метод скінченних різниць із використанням неявного шаблону і повністю 

нерівномірних каркасів точок у розрахунковій області.  
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РОЗДІЛ 2 

ВИБІР МЕТОДУ МОДЕЛЮВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ ПРОЦЕСІВ 

ПЕРЕНОСУ ЗАРЯДІВ В ФОТОЕЛЕКТРИЧНИХ ТА 

ЕЛЕКТРОХІМІЧНИХ ПЕРЕТВОРЮВАЧАХ ЕНЕРГІЇ 

 

Початковим етапом визначення методу моделювання нелінійних 

процесів переносу зарядів в фотоелектричних і електрохімічних 

перетворювачах є дослідження нестійкостей для отримання загальної і 

частинної похідних функцій розподілу зарядів. Для опису нелінійних 

процесів переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачах енергії застосовано синергетичну теорію, яка дає 

можливість вийти на нове тлумачення ефекту розвитку нестійкостей в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії [3, 11]. 

 

2.1 Нестійкості процесів переносу зарядів в фотоелектричних і  

      електрохімічних перетворювачах з нелінійними параметрами  

      переносу 

 

2.1.1 Постановка задачі 

 

При нелінійній залежності параметрів переносу зарядів у 

фотоелектричних і електрохімічних перетворювачах (коефіцієнтів дифузії і 

рухливості) модель переносу негативних зарядів(з індексом “-”) і позитивних 

зарядів(з індексом “+”) може бути представлена наступною системою рівнянь 

[48]: 

( ) ( ) ( , )
N

D N N E F N N
t

, 

( ) ( ) ( , )
N

D N N E F N N
t

,                       (2.1) 

4 ( )E e N N . 
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де ,N N   об’ємні концентрації зарядів; t – час; E  – напруженість 

електричного поля; ,F F  – нелінійні функції об’ємних джерел зарядів, 

зумовлених процесами іонізації та рекомбінації; ,D D  – коефіцієнти дифузії 

зарядів, що пов’язані з рухливостями ,  співвідношеннями Ейнштейна, 

відповідно до яких D  , D ;  e – заряд электрону.  

Система рівнянь (2.1) при ,D D , ,   const в наближенні 

амбіполярної дифузії ( N N ) [4] вивчалась в роботах [49 - 51], орієнтованих 

на аналіз процесів у низькотемпературній плазмі. Зокрема, були досліджені 

процеси формування просторово-неоднорідних структур в результаті розвитку 

нестійкості в ситуації, коли в наближенні амбіполярної дифузії система рівнянь 

(2.1) зводиться до одного квазілінійного рівняння параболічного типу відносно 

концентрації зарядів. При цьому малі збурення концентрації можуть 

змінюватися в часі лише за експоненціальним законом, оскільки дисперсійне 

рівняння для частоти збурень  має перший порядок. Ситуація суттєво 

ускладнюється, коли параметри переносу ,D D , ,  нелінійним чином 

залежать від напруженості електричного поля E , а диференціальні оператори 

по просторових координатах мають вигляд [2]: 

 

                    ( )D N D N D N , 

( )D N D N D N ,                                                (2.2) 

                    ( ) ( )N E N E N E , 

                    ( ) ( )N E N E N E . 

 

2.1.2 Аналіз стійкості системи рівнянь  

 

Для аналізу стійкості системи (2.1) по відношенню до малих збурень 

представимо функції ( , , , )N x y z t , ( , , , )N x y z t , ( , , , )E x y z t  у вигляді [3]: 
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0N N N ,  exp( )aN N ik r t , 

0N N N ,  exp( )aN N ik r t ,                            (2.3) 

                        0E E E ,  exp( )aE E ik r t , 

                        x y zk k i k j k k ,  r xi yj zk ,  2 1i , 

 

де індексом “0” позначено слабконеоднорідний і слабконестаціонарний 

незбурений стан; індексом “а” – амплітуди збурень; k  – хвильовий вектор 

збурень, який характеризує їх просторову структуру; r  – радіус-вектор в 

декартовій системі координат x, y, z;  – частота збурень, яка визначає 

характер зміни малих збурень N , N , E  у часі [52]. 

Для спрощення подальшого аналізу апроксимуємо нелінійні залежності  

( )E , ( )E , ( )D E , ( )D E  параболічними функціями: 

 

' 2( ) (1 )D E D E , ' 2( ) (1 )E E ,                            (2.4) 

                   ' 2( ) (1 )D E D E , ' 2( ) (1 )E E . 

 

де , β  додатні константи апроксимації. 

Розкладаючи функції джерел F , F  в (2.1) у ряди Тейлора в околі 

незбуреного стану 
0N , 

0N  з точністю до малих квадратичних членів 

 

0

0 0

( , ) ...
F F

F N N F N N
N N

, 

0

0 0

( , ) ...
F F

F N N F N N
N N

, 

0 0

0

( , )
F F

N N N N
N N

,                                       (2.5) 
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0 0

0

( , )
F F

N N N N
N N

, 

                         
0 0

0

( , )
F F

N N N N
N N

, 

                         
0 0

0

( , )
F F

N N N N
N N

. 

 

і, підставляючи (2.3), (2.5) в систему рівнянь (2.1) з урахуванням апроксимації 

(2.4), приходимо до наступної загальної системи рівнянь, що зв’язує швидкість 

зміни збурень 
( )d N

dt
, 

( )d N

dt
 зі збуреннями N , N : 

 

( )

ˆ
( )

d N

Ndt
A

d N N

dt

,  
11 12

21 22

ˆ
A A

A
A A

.                               (2.6) 

 

Відмітимо, що коефіцієнти матриці Â  окрім фізичних параметрів задачі 

містять параметри, що залежать від збурень E , пропорційних 

співвідношенням 
0E E , 

0( )E E . З іншого боку, згідно третього рівняння в 

системі (2.1), збурення E  пов’язані зі збуреннями N , N  наступним 

співвідношенням [3 - 5] 

 

( ) 4 ( )i k E e N N .                                                 (2.7) 

 

Наведена вище обставина призводить до суттєвих формальних 

складнощів виключення збурень N , N , E  із (2.6), (2.7) і, відповідно, 

отримання дисперсійного рівняння для частоти збурень . З цієї причини 

надалі обмежимося більш простим випадком аналізу збурень типу 
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розшарування вздовж осі ( (0,0, ))zz k k  при однорідному незбуреному стані 

(
0 0(0,0, )zE E , (

0 zE  – const). 

 

2.1.3 Аналіз стійкості по відношенню до збурень типу розшарування при 

         однорідному незбуреному стані 

 

При однорідному незбуреному стані (
0N , 

0N , E – const) у рамках 

лінійної теорії збурень [3, 53, 54] вирази для ( )D E , ( )D E , ( )E , ( )E , 

що мають спільну структуру  

 

                          ' 2 '

0( ) (1 ) 2D E D E D E E , 

' 2 '

0( ) (1 ) 2D E D E D E E ,                                     (2.8) 

                           ' 2 '

0( ) (1 ) 2E E E E , 

                           ' 2 '

0( ) (1 ) 2E E E E  

 

приймають відповідно вигляд: 

 

                           ' 2 '

0 0( ) (1 ) 2z z zD E D E D E E , 

' 2 '

0 0( ) (1 ) 2z z zD E D E D E E ,                                 (2.9) 

                           ' 2 '

0 0( ) (1 ) 2z z zE E E E , 

                           ' 2 '

0 0( ) (1 ) 2z z zE E E E , 

 

а співвідношення (2.7) трансформується до вигляду: 

 

( ) 4 ( )z zi k E e N N .                                         (2.10) 
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Із урахуванням (2.9), (2.10) вирази для комплексів ( )D N , 

( )D N , ( )N E , ( )N E  приймають вигляд: 

 

                      
2

2
( )

N D N
D N D

z z z
, 

2

2
( )

N D N
D N D

z z z
,                                          (2.11) 

                        ( ) ( )z
z

E
N E N N E

z z
, 

                        ( ) ( )z
z

E
N E N N E

z z
. 

 

Таким чином, збурення функцій ( )D N , ( )D N , ( )N E , 

( )N E  визначаються виразами 

 

                          2 ' 2[ ( )] (1 )z ozD N k D E N , 

2 ' 2[ ( )] (1 )z ozD N k D E N ,                                (2.12) 

     ' ' 2 ' 2

0 0 0 0[ ( )] ( )[ 3 ] ( ) (1 )z z z z z zN E ik E N E ik E E N , 

     ' ' 2 ' 2

0 0 0 0[ ( )] ( )[ 3 ] ( ) (1 )z z z z z zN E ik E N E ik E E N . 

 

Із урахуванням (2.12) система рівнянь для збурень N , N , 
zE  може 

бути представлена у вигляді 
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Оскільки 

 

( )N
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t
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( )N
N

t
,                                (2.14) 

 

то послідовним виключенням із системи (2.13) збурень N , N , 
zE  можна 

отримати дисперсійне рівняння другого порядку вигляду 

 

2 0a b c                                                  (2.15) 

 

з дійсним коефіцієнтом a і комплексними коефіцієнтами b, c [55]. Необхідно 

відмітити, що комплексність коефіцієнтів b, c пов’язана не з нелінійною 

залежністю коефіцієнтів дифузії і рухливості від напруженості електричного 

поля, а обумовлена наявністю диференціальних операторів непарного порядку 

по просторових координатах ( )N E , ( )N E  у вихідній моделі (2.1). 

Як правило, комплексність коефіцієнтів дисперсійного рівняння 

зумовлює і комплексність коренів дисперсійного рівняння  [56], що 

призводить до експоненціально-синусоїдальної зміни збурень у часі. Очевидно, 

що експоненціально-синусоїдальна зміна збурень можлива і у тому випадку, 

коли коефіцієнти b, c в дисперсійному рівнянні (2.14) є дійсними. Така 

ситуація, як видно із (2.12), має місце для “нульового” незбуреного 

стану(
0 0N , 

0 0N , 
0 0zE ). У цьому випадку рівняння для збурень N , 

N  виявляються такими, що не залежать від збурень 
zE . 
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2.2 Моделювання процесу переносу зарядів в фотоелектричних і 

      електрохімічних перетворювачах для двовимірного випадку 

 

Процеси переносу заряду мають важливе значення у формуванні 

розподілу концентрації заряджених частинок в електрохімічних системах 

різного типу. В даний час актуальним є питання дослідження особливостей 

формування профілів заряджених частинок, в тих або інших наближеннях [3, 

4]. Відомі роботи, в яких моделюється розподілення іонів в наближенні 

амбіполярної дифузії [57 - 61]. Подібними є також завдання в моделюванні 

процесів в напівпровідникових фотоелектричних пристроях. 

Математичне моделювання процесів переносу зарядів в фотоелектричних 

та електрохімічних перетворювачах дає можливість розширити уявлення про 

особливості фізичних процесів, що постійно проходять в їх робочих проміжках. 

Це обумовлено тим, що через складність експериментального визначення 

просторово-часового розподілу зарядів, а також впливу на їх розподіл інших 

параметрів, дослідження, як правило обмежуються лише визначенням 

інтегральних робочих характеристик. 

В даній роботі розглянуто метод чисельного моделювання двовимірного 

переносу зарядів в електрохімічних та фотоелектричних перетворювачах 

енергії відновлюваних джерел із врахуванням макроскопічного конвективного 

переносу зарядів. Моделювання процесів переносу заряду в наближенні 
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амбіполярної дифузії з урахуванням макроскопічної швидкості системи є одним 

із важливих елементів досліджень елементів електрохімічних перетворювачів 

та фотоелектричних напівпровідникових приладів як метод чисельного 

експерименту. 

Розглянемо систему заряджених частинок, що характеризується 

макроскопічною швидкістю руху 
*v . Повну систему електродифузійних 

рівнянь у двовимірному випадку, нехтуючи зовнішніми магнітними полями, 

можна представити у наступному вигляді [3]:  
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,   (2.18) 

 

4
yx

e i

dEdE
e N N

dx dy
.                                        (2.19) 

 

Тут Ne, Ni  об'ємні концентрації негативно і позитивно заряджених частинок, 

відповідно;  

N  об'ємна концентрація нейтральної незарядженої компоненти; 

Ex, Еу, 
*

xv , 
*

yv  компоненти напруженості локального електричного 

поля та макроскопічної швидкості руху вздовж осей х і у, відповідно; 

De, Di,  коефіцієнти дифузії негативно і позитивно заряджених 

компонент, пов’язані з рухливостями µе, µі співвідношеннями Ейнштейна; 

i, r  коефіцієнти іонізації і рекомбінації трьохчасткового процесу 

електрон-іонної рекомбінації, кінетика якого схематично може бути описана 

реакцією [4, 5]: 
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,e e i a e                                           (2.20) 

 

де e  заряд електронів, а а  нейтральна компонента.  

Далі вважатимемо рівними і незмінними в просторі та у часі, що 

підтверджується експериментальними даними, ефективні температури всіх 

заряджених компонент процесу (ізотермічний випадок), а також постійною 

концентрацію нейтралей N у просторі та часі. 

Далі введемо параметр квазінейтральності 
e

ie

N

NN
k . Тоді з виразів 

(2.17) і (2.18) одержимо наступну систему рівнянь для Ne, компонент 

напруженості E і швидкості 
*v : 
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Постановку і алгоритм чисельного вирішення поставленої в роботі задачі 

представлено нижче.  

Якщо систему рівнянь (2.21), (2.22) доповнити умовою 1k , то при 

використанні наступних диференціальних нерівностей: 
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з рівнянь (2.22) і (2.23) можна одержати систему рівнянь  для Ne, компонент 

напруженості електричного поля E наступного вигляду [2, 4]: 
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З рівнянь (2.24), (2.25) видно, що наближення амбіполярної дифузії, яке 

є фундаментальним у фізичній кінетиці, дає можливість визначити профіль 

електронної концентрації Nе у будь-який момент часу [62], незалежно від 

локальних компонент напруженості поля Ех та Еу. 

Далі розглянемо рішення початково-краєвих задач для представленого 

вище рівняння (2.24) з граничними умовами на відрізку (0, )  (0, ) типу 

умов Диріхле [63, 64] 

 

yNyxNyNyxN eeee ,,,,0,0 , 

,,,0,0, xNyxNxNyxN eeee  

 

   (2.26) 

 

при будь-яких значеннях часу t.  
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Початкові умови, тобто розподіл Nе по х и у визначаються наступним 

чином: 

 

*, , 0 0 ,e eN x y t N                                         (2.27) 

 

для спрощення алгоритму розрахунку вибираються такими, що збігаються з 

граничними (2.26) [64, 65]. 

 

    
* *0, 0, , , , ,e e e eN x y N y N x y N y  

* *, 0 ,0 , , ,e e e eN x y N x N x y N x . 

 

(2.28) 

 

Таким чином, задача із надходження просторово-часового розподілу 

електронної концентрації в електрохімічних та фотоелектричних 

перетворювачах енергії на площині зводиться до рішення рівняння (2.24) з 

граничними умовами (2.26) і початковими умовами (2.28). Для спрощення 

розробки чисельного алгоритму рішення початково-краєвої задачі (2.24), (2.26), 

(2.28) і аналізу результатів зручно привести її до безрозмірного вигляду [61]:  
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   (2.30) 
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вводячи наступні безрозмірні змінні та константи:  
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Отже, для рішення задачі із надходження просторово-часового розподілу 

електронної концентрації на площині у безрозмірному уявленні остаточно 

вибираємо наступні безрозмірні змінні [3, 49]: 
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2.3 Математична постановка задачі чисельного розрахунку 

 

Таким чином, у наближенні амбіполярної дифузії процес двовимірного 

переносу зарядів в перетворювачах енергії в безрозмірних змінних описується 

нелінійним диференціальним рівнянням у частинних похідних [66, 67] 
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Рівняння, для зручності розрахунків, задане в безрозмірних змінних і, 

користуючись розробленою чисельною методикою, з результатів розв’язку 

задачі можна швидко отримати необхідні значення концентрації зарядів від 

часу та двовимірної просторової координати [68] для великого обсягу 

розмірних фізичних параметрів задачі. 

Порядок розв’язування задачі є наступним: 

− формулювання різницевих рівнянь методу змінних напрямків; 

− розв’язування нелінійних різницевих рівнянь, в тому числі із 

застосуванням: 

- методу контролю похибки та вибору кроків сітки; 

- методу побудови змінної нерівномірної сітки; 

- адаптивного алгоритму розв’язування задачі; 

− використання методу розв’язування систем лінеарізованих рівнянь; 

− використання методу інтерполяції розв’язку задачі. 

Крайові нестаціонарні задачі для диференціальних рівнянь у частинних 

похідних (ДРЧП) широко застосовуються для моделювання різноманітних 

фізичних процесів у багатьох галузях науки та техніки [20, 69]. Невідомими 

функціями при цьому виступають, наприклад, температура, концентрація та 

інші характеристики просторово-часових фізичних полів, а їх аргументами – 

просторові координати та час. Аналітичні методи розв’язування таких задач 

існують лише для деяких їх класів, тому зараз найчастіше використовують 

чисельні методи з використанням обчислювальної техніки. Моделювання 

процесів перетворення енергії при використанні відновлюваних джерел енергії 

із застосуванням сучасної техніки дає можливість значно підвищити якість 

досліджень та скоротити термін їх виконання [70] за рахунок багатоваріантних 

чисельних експериментів. 
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2.4 Методи контролю похибки та вибору кроків сітки адаптивного методу 

 

Адаптивні методи в залежності від поведінки розв’язку автоматично 

вибирають розмір кроку по усіх аргументах, тобто забезпечують пошук 

невідомої функції на змінних по простору та часу сітці [18]. При цьому 

досягаються дві мети: 

 - похибка  розв’язку не перевищує заданої; 

 - розв’язок обчислюється за мінімальний машинний час. 

На кожному кроці по часу при розв’язанні нестаціонарних задач 

необхідно виконати такі дії [71]: 

 - оцінити похибку результату. Якщо вона перевищує допустиму, 

результати останнього часового кроку анулювати; 

 - вибрати нові величини кроків по часу та просторових координатах 

таким чином, щоб при максимальній величині кроків похибка знаходилась в 

заданих межах. 

Розглянемо запропонований адаптивний метод розв’зання задачі для 

рівняння 

 

2 2
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u u u u u
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x y x y
 

 

Нехай для розв’язання цієї задачі використовується деякий різницевий 

метод з точністю апроксимації на рівномірних сітках, рівною 
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( ( ) ,
n

р р
О h                                                  (2.36) 

 

де   крок по часу, n = 2, h   кроки по просторових координатах. В роботах 

[18, 33, 72, 73] показано, що така точність апроксимації зберігається і для 
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нерівномірних сіток при невеликій різниці між двома сусідніми кроками, 

причому в якості  та h  виступають їх нормовані значення.  

У якості критерію контролю похибки для кожного моменту часу візьмемо 

локальну похибку розв’язку e. Тобто норму різниці між точним U та 

наближеним u розв’язками для даного моменту часу tk+1 при умові, що для 

попереднього моменту tk ці розв’язки співпадають е = ║U − u║. Ця величина  

фактично означає нову похибку, яку на кожному кроці по часу вносить 

різницевий метод [47, 63, 74]. Можна показати, що різницеві схеми мають у 

кожному вузлі локальну похибку 
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де величини коефіцієнти Сі містять інформацію про старші похідні невідомої 

функцiї U(x1,…, xn, t) у цьому вузлi [28]. Визначення Сі у кожному вузлi 

дозволить оцiнити похибку результату та вибрати нову сiтку. Отже, для 

моменту часу tk+1 для кожного вузла необхiдно знайти (n+1) = 2 невiдому Сі (i = 

0,…, n), n = 1, тобто побудувати вiдповiдну систему рiвнянь. 

Нехай розв'язок для моменту часу tk вже знайдений i треба знайти його 

для моменту часу tk+1, причому перевiрити його точнiсть та вибрати нову сiтку 

для переходу на наступний шар tk+2. Сiтку для шару tk вважаємо вже вiдомою. 

Якщо за допомогою рiзницевої схеми перейти з шару tk на шар tk+1 з базовим 

кроком  та просторовими кроками, що задаються вiдомою нерiвномiрною 

сiткою на кожному напрямку, то для вузла з координатами (i1,…, in, k) 

виконується рiвнiсть (2.37). Якщо повторно перейти з шару k на шар k+1 з 

кроком 
2

, двiчi застосувавши вiдповiдну рiзницеву схему, то одержимо 

результат u
2

, h, для якого виконується рівність [18] 
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e U u C с h             (2.38) 

 

Наступнi n рiвнянь шуканої системи одержимо, якщо повторимо перехiд 

з k-го на (k+1)-й крок почергово з вдвiчi щiльнiшою сiткою спочатку в 

напрямку x, потiм y. Одержанi у кожному випадку для кожного вузла значення 

функцiї позначимо через иτ
1 ,

2

h
 иτ 

2

2

h
 і т.і. [18]. В результатi для кожного 

вузла сiтки на (k+1)-му шарi одержимо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь 

розмірністю (n+2) = 4 вiдносно U, C0,…,Cn, n = 1. 
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Розв'язавши цю систему за формулою (2.37) можна оцiнити для кожного 

вузла породжену на даному кроцi похибку e ,h. Максимальне її значення по всiх 

вузлах e = max │eτ,h │ будемо вважати локальною похибкою на (k+1)-му шарi і 

вона порівнюється з допустимою похибкою [18]. Якщо е > eдоп, то результати 

анулюються і на базi k-го шару знову шукаємо розв'язок на ущільненій сітці. 

Якщо е ≤ eдоп, крок приймається і формула (2.37) дає змогу уточнити результат:  

 

0

, 0

1

.
n

р р

hU u C C h  

 

Незалежно від того, чи буде виконуватися умова е ≤ eдоп, наявна 

інформація про поведінку функції дає можливість побудувати нову сітку. Вона 

будується для моменту часу tk у випадку відмови (е > eдоп) і для моменту tk+1, 

якщо крок приймається (е ≤ eдоп). Для вибору нової сiтки знайдемо допустимi 

коeфiцiєнти βα  змiни кроку в околi кожного вузла сітки на (к+1)-му шарі 

(hα,нов.= βα hα,стар.). Зрозуміло, що при змiнi крокiв значення прогнозованої 

похибки не повинно перевищувати eдоп 

 

0

0 0 0

1

n
р р

допC C h е  

 

або 

 

0 1 21

0 0 1 0 1 1 2 0 2 2 0... .nр р р р

n n n допC C h C h C h е        (2.40) 

 

Оскільки кожен із доданків цього виразу означає складову похибки у 

якомусь координатному напрямку, то доцільно вимагати, щоб вони були 

рівними 
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0 1 21

0 0 1 0 1 1 2 0 2 2 0... .
1

nр р р р доп
n n n

е
C C h C h C h

n
     (2.41) 

 

Ця система (2.41) з (n + 1) = 2 рівнянь з (n + 1) = 3 невідомими 

величинами βί,  і = 0,..., n. Отже, для кожного вузла (к+1)-го шару можна 

визначити ці (n+1) = 3 коефіцієнти. Кожен набір із коефіцієнтів βί діє лише в 

околі свого вузла, причому кожен коефіцієнт дає допустиму зміну середнього 

кроку в даному координатному напрямку. 

Спочатку з першого рівняння системи (2.41) знайдемо для кожного вузла 

коефіцієнт β0 зміни часового кроку  

 

10
0,

0,

1
.

( 1)

доп
i

i

e

n C
                                                 (2.42) 

 

Оскільки обчислення значення невідомої функції U(x1,…, xn, t), n = 2 

проводиться для одного й того ж моменту часу tk+2, то цей коефіцієнт повинен 

бути однаковим для усіх вузлів даного часового шару. Тому з величин βο,ί  

виберемо мінімальну по всіх вузлах 

 

0 0,min .i
i

 

 

При цьому допустима похибка, що припадає на інші доданки формули 

(2.40), збільшиться і її знайдемо за формулою: 
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Позначимо праву частину цієї рівності через e1 і знову вважаємо, що 

складові похибки по координатах повинні бути однаковими: 

 

1 2 1
1 1 1 2 2 2 ... , 2.nр р р

n n n

е
C h C h C h n

n
                   (2.44) 

 

З першого рівняння цієї системи знайдемо для кожного вузла коефіцієнт  

β1,i зміни кроку h1 по першій просторовій змінній 
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h n C
                                          (2.45) 

 

Побудуємо нерівномірну сітку у напрямку x за допомогою алгоритму, 

викладеному у наступному пункті. Після цього стануть відомими відкориговані 

значення коефіцієнтів β1,i, які не перевищують раніше обчислених. За рахунок 

цього збільшиться допустима похибка, що припадає на доданки формули (2.43), 

починаючи з другого.  

Їх суму 

2 1

2 2 2 1 1 1... ,nр р р

n n nC h C h е C h                    (2.46) 

 

позначимо через e2  і знову вимагаємо рівності складових похибки 
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Обчислимо для кожного вузла 
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та побудуємо нерівномірну сітку в напрямку y. Після повної побудови нової 

нерівномірної сітки на (к+1)-му шарі засобами багатовимірної  інтерполяції  

визначається  значення U(x1,…, xn, t), n = 2 в нових вузлах цього опорного шару 

і починається спочатку повний перехід на наступний  (k+2)-й шар.  

Для задач з великими градієнтами розв’язку, які змінюють з часом своє 

положення у просторі, постійна нерівномірна сітка призводить до економії 

машинних ресурсів, що дає значний ефект у часі виконання багатоваріантних 

чисельних експериментів. 

 

2.5 Застосування методу скінченних різниць для заміни неперервної  

      функції розподілу зарядів дискретним точковим каркасом 

 

При розв’язуванні методом скінченних різниць рівнянь у частинних 

похідних після вибору сітки похідні замінюють кінцево-різницевими 

співвідношеннями, у результаті чого замість точних значень шуканої функції U 

розглядають значення сіткової функції u у вузлах різницевої сітки [28, 41]. 

Спосіб заміни диференціальної задачі різницевою визначає різницеву схему.  

Розглянемо, наприклад, розв’язання одновимірного рівняння дифузії, яка є 

найбільш простим наближенням рівняння амбіполярної дифузії. Нехай 

необхідно розв’язати змішану крайову задачу: 

 

                                 
,, a, tx, 

x

U
a

t

U
0010

 2

2

 

,t,tU,t,tU,xx,U )()1(  )()0(  )()0( 21                             (2.48) 

 

де (х) − початковий розподіл функції U(x, t); 1(t), 2(t) – значення функції на 

кінцях відрізка у будь-який момент часу t. Звичайно, початкові та граничні 

умови повинні бути погоджені, тобто повинні виконуватися співвідношення  

U(0, 0) =  (0) = 1 (0), U(1,0) = (1) = 2(0).  
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Заміною змінних t′ = a t це рівняння приводиться до вигляду 
2

2

' x

U

t

U
. 

Тому для спрощення будемо вважати, що в (2.48) a = 1. Введемо рівномірну 

прямокутну сітку за допомогою координатних ліній xi = ih(i = 0, 1,..., n), tj = j (j 

= 0, 1,..., N) із кроками h і  за напрямками x і t (рис. 2.1, а). 

 

 

 

Точні значення невідомої функції U(x, t) у вузлах позначимо через Ui
j 
= 

U(xi, tj). Оскільки будемо замінювати диференціальну задачу різницевою, то у 

подальшому знайдемо розв’язок у вигляді сіткової функції ui

j
, яка задовольняє 

різницеву схему, але не співпадає з точним розв’язком Ui

j
 вихідної задачі (2.1) 

[18]. Замінивши у вихідному рівнянні частинні похідні на їх кінцево-різницеві 

апроксимації, отримаємо при a = 1 різницеву схему для шаблону (рис. 2.1, б): 
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2
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1 1 
1 

h

uuuuu
j
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j

i
j

i
j

i
j

i
 i = 1, 2,..., n -1;  j = 0, 1,..., N - 1.       (2.49) 

 

Сукупність вузлів при t = const, тобто при фіксованому значенні j, 

називають шаром. Виразивши невідому величину ui

j+1
, отримаємо 

 

               а)                                           б) 

Рис. 2.1. Розв’язання одновимірного рівняння дифузії: 

а) − розрахункова область; 

б) − шаблон явної схеми для його розв’язання. 
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Позначимо  = /h
2
. Тоді співвідношення (2.50) можна записати у вигляді  
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На практиці частіше використовують дві форми цієї схеми: 

 

при  = 1/2:         
 1 1 1 ,

2

j j
j i i

i

u u
u                                                 (2.52) 

         при  = 1/6:          ).4(
6

1
11

1 j
i

j
i

j
i

j
i uuuu

 

 

Видно, що схема (2.49) дозволяє послідовно, шар за шаром, отримувати 

значення ui

j+1
 (i = 1, 2,..., n-1) на j+1-му шарі через відповідні значення ui

j
 на j-му 

шарі. Для отримання розв’язку на 1-му шарі (при j = 0) потрібно спочатку мати 

розв’язок на початковому шарі. Він визначається початковою умовою ui

0 
= (xi), 

i = 0, 1,..., n [75]. Спочатку визначаємо усі значення ui

1
 (i = 1, 2,..., n-1). Значення 

u0

1
 та un

1
 на кінцях шару відомі з граничних умов, оскільки  u0

j  
= 1(tj), un

j 
= 

2(tj). Потім  переходимо  до 2-го шару і визначаємо ui

2
 (i = 1, 2,..., n-1). Так 

крок за кроком  одержимо найближений розв’язок. 

Різницеву схему (2.49) називають явною, оскільки наближений розв’язок 

на j+1-му шарі знаходять явно через розв’язок на j-му шарі. Ця схема також має 

назву двошарової, бо у кожне різницеве рівняння входять значення функції з 

двох шарів − нижнього, де розв’язок вже знайдено, та верхнього, у вузлах якого 

ведеться пошук розв’язку. 

За допомогою розглянутого способу побудови різницевих схем, коли 

часткові похідні, які входять в рівняння, замінюються сітковими виразами, 

можуть бути побудовані багатошарові схеми, а також схеми високих порядків 
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точності. 

Далі показано наближений розв’язок задачі за допомогою явної схеми 

(2.49) (рис. 2.2) [15]: 

 

 ,
 2

2

x

U

t

U
 U(x, 0) = sin x,  U(0, t) = 0,  U(1, t) = 0.                  (2.53) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.2. Наближений розв'язок задачі за допомогою явної схеми 

 

Для ілюстрації рішення крок по аргументу x береться достатньо в еликий: 

h = 1/4. Вимога стійкості явної схеми накладає обмеження на співвідношення 

кроків по аргументу x і по часу t:  = /h
2 

 1/2. Візьмемо  = 1/2 і при h = 1/4 

отримаємо крок по часу  = 1/32. Одержана в результаті сітка зображена на рис. 

2.1, а.  Кожен шар  має п’ять вузлів з координатами (x0, tj), (x1, tj), (x2, tj), (x3 ,tj), 

(x4, tj), причому x0 = 0, x1 = 1/4, x2  = 1/2, x3 = 3/4, x4 = 1, а значення tj дорівнюють 

t0 = 0, t1 = 1/32, t2 = 2 1/32, t3 = 3 1/32 і т.д. На j-му шарі п’яти вузлам 

відповідають п’ять значень сіткової функції: u0

j
, u1

j
, u2

j
, u3

j
, u4

j
. Крайні з них (u0

j
 

та u4

j
) відомі і визначаються крайовими умовами. У даному випадку вони 

дорівнюють нулю. На нульовому шарі відомі усі п’ять значень ui

0
 і 

визначаються наступною початковою умовою U(x,0) = sin x: u0

0 
= sin ( 0) = 0; 

u1

0 
= sin ( 1/4) = 0,7; u2

0 
= sin ( 1/2) = 1; u3

0 
= sin( 3/4) = 0,7; u4

0 
= sin( 1) = 0. 

Знайдемо значення сіткової функції на першому шарі. Із граничних умов 

випливає, що u0

1 
= 0, u4

1 
= 0. Оскільки прийнято  = 1/2, то можна використати 
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окремий випадок формули (2.49)  − формулу (2.52). За її допомогою знайдемо 

інші три значення на першому шарі: 

 

0 0 0 0 0 0
1 1 12 0 3 1 4 2
1 2 3

1 0,7 0,7 0 1 1
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Аналогічно проведемо обчислення для другого шару. Із крайових умов 

випливає, що u0

2 
= u4

2 
= 0. За формулою (2.52) одержимо: 

 

1 1 1 1
2 22 0 3 1
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u u
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Аналогічно проводяться обчислення на наступних шарах, результати 

розрахунку для перших шарів наведені у табл. 2.1. 

Таблиця 2.1 

Розв'язок задачі (2.53) явним методом 

    I 

    J 

0 1 2 3 4 

0 0 0.7 1 0.7 0 

1 0 0.5 0.7 0.5 0 

2 0 0.35 0.5 0.35 0 

3 0 0.25 0.35 0.25 0 

4 0 0.175 0.25 0.175 0 

5 0 0.125 0.175 0.125 0 

 

Загальна кількість шарів у даному рішенні задачі визначається відрізком 

інтегрування [0; 0,5] та вибраним кроком  = 1/32, тобто потрібно обчислити 

розв’язок на 16-ти шарах. 

Для одного і того ж рівняння можна побудувати різні різницеві схеми. 
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Знову розглянемо задачу (2.48) для рівняння дифузії. Апроксимуємо похідну не 

на j-му, а на (j+1) шарі (рис. 2.3) [18]. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.3. Шаблон неявної схеми 

 

Отримаємо різницеву схему: 
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, i = 1, 2,..., n-1.                 (2.54) 

 

Якщо відомі значення сіткової функції ui
j
 на j-му шарі і треба обчислити її 

значення на наступному j+1-му шарі, то видно, що у правій частині (2.54) усі 

значення функції є невідомими [18]. Перепишемо (2.54), позначивши  = /h
2
: 
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1 )21( ,  i = 1, 2,..., n-1.                          (2.55) 

 

Співвідношення (2.55) є системою n-1 лінійних алгебричних рівнянь 

відносно n-1 невідомих, якими виступають значення сіткової функції у 

внутрішніх точках j+1-го шару [76]:  
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У першому і останньому рівняннях цієї системи значення функції у 

граничних точках x0, xn відомі з крайових умов [18, 77, 78] 
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Позначимо ці величини через u0

j+1 
= , un

j+1 
=  і підставимо їх у перше і 

останнє рівняння системи, яка тепер буде мати вигляд 
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Перепишемо систему у матричному вигляді 
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Таким чином, у неявному методі на кожному часовому шарі потрібно 

розв’язувати СЛАР (2.56) [18]. Матриця цієї системи є тридіагональною та 

діагональнодомінуючою. Її можна розв’язувати або прямим, або ітераційним 

методом. У першому випадку процедура гаусового виключення не потребує 

вибору головного елемента внаслідок діагонального домінування матриці, а 

тридіагональна структура не призводить до виникнення нових ненульових 

елементів і система легко розв’язується за допомогою техніки кодування 

розріджених матриць. У другому випадку, коли застосовуються ітераційні 
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методи, властивість діагонального домінування гарантує збіжність таких 

методів, як методи простої ітерації та Некрасова [79]. Неявний метод потребує 

більших витрат на один часовий крок, ніж явний метод, однак він більш 

стійкий і дозволяє вести інтегрування зі значно більшим кроком по часу, ніж 

явний метод, для якого є обмеження  = /h
2  1/2.  

Для неявного методу такого обмеження немає. Для ілюстрації 

представляється розв’язок задачі (2.53) при 0  x  1 , 0  t  ½ неявним 

методом [18, 80].  

Величини кроків по аргументах x і t: h = 1/4,  = 1/32. Використовуючи 

початкові  умови, обчислимо  значення  сіткової  функції на нульовому шарі: 

u0
0 

= 0; u1
0 

= 0,7; u2
0 

= 1; u3
0 

= 0,7; u4
0 

= 0. Із п’яти значень сіткової функції на 

першому шарі два крайніх відомі з початкових умов: u0
1 

= 0; u4
1 

= 0. Для 

визначення трьох інших значень сформуємо систему трьох рівнянь виду (2.57) 

при  = 1/2: 
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1

2

1

3

1
2 0

2 0,7
1 1

2 1
2 2

0,7
1

0 2
2

u

u

u
.                                     (2.57) 

 

Розв’язавши її, отримаємо u1
1 

= 0,54; u2
1 

= 0,77; u3
1 

= 0,54. Видно, що ці 

значення відрізняються від отриманих у попередній задачі. Це пов’язано із 

низькою точністю при великій величині кроків h та . 

Для отримання значень сіткової функції на другому шарі відповідно 

(2.57) знову сформуємо СЛАР: 



74 

 

2

1

2

2

2

3

1
2 0

2 0,54
1 1

2 0,77
2 2

0,54
1

0 2
2

u

u

u

 

та знайдемо її розв’язок. 

Аналогічно знаходяться значення шуканої функції на наступних шарах. 

Системи (2.57) мають одну й ту ж саму матрицю, тому процес розв’язання 

можна ефективно організувати за допомогою LU-алгоритму. 

Неявний метод безумовно стійкий, але це не означає, що буде отримано 

достатньо задовільний приблизний розв'язок при будь-яких кроках h та , вони 

повинні бути достатньо малими, щоб забезпечити малість похибки 

апроксимації. Цей метод, як і відповідний явний метод, має перший порядок 

точності по часу і другий порядок точності по просторовій змінній, тобто 

похибку дискретизації можна подати у вигляді e = O(  + h
2
) [18, 28]. 

Припустимо, що e = c1  + c2h
2
. Тоді для сумірності вкладів до повної похибки 

від апроксимації по часу та апроксимації по простору бажано, щоб  = c3h
2
, що 

нагадує умову стійкості для явного методу. Таким чином, хоча з точки зору 

стійкості неявний метод не накладає ніяких обмежень на співвідношення кроків 

h та , однак вимоги з точки зору точності можуть привести до подібних 

обмежень [41]. 

Цього недоліку позбавлений метод Кранка-Ніколсона, що є усередненням 

явного та неявного методів (рис. 2.4). 

 

 

 

 

 

Рис. 2.4. Шаблон схеми методу Кранка-Ніколсона 
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У диференціальному рівнянні 
2

2

 x

U

t

U
 замінимо похідну в лівій 

частині як завжди, а в правій − півсумою апроксимацій на j-му та j+1 шарах: 
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Ці співвідношення утворюють СЛАР розмірністю (n-1) відносно невідомих 

значень сіткової функції на j+1-му шарі [18, 81, 82] 
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Позначимо 
22h

 і з (2.58) отримаємо 
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Оскільки значення сіткової функції на границі відомі з крайових умов, то, 

позначивши їх ,, u, u, uu j
n

jj
n

j
0

11
0  запишемо цю систему у 

матричній формі: 
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Таким чином, метод Кранка-Ніколсона зводиться до розв’язання на 

кожному кроці по часу системи з тридіагональною матрицею [18]. Ця матриця 
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співпадає з матрицею неявного методу, а вектор правої частини обчислюється 

дещо складніше внаслідок необхідності більшого обсягу обчислень на кожному 

кроці. Перевагою є те, що метод Кранка-Ніколсона не тільки безумовно 

стійкий, але й має другий порядок точності як по просторовій змінній, так і по 

часу. Ці властивості зробили даний метод одним з найбільш часто 

використовуваних методів розв'язання параболічних рівнянь [18]. 

Використання неявних методів стало звичайною практикою при 

розв'язуванні параболічних рівнянь. Виграш, пов'язаний з високою стійкістю 

неявних схем, значно переважає ту додаткову роботу, яка необхідна при 

здійсненні кроку по часу. За допомогою розглянутого способу побудови 

різницевих схем, коли часткові похідні, які входять в рівняння, замінюються 

сітковими виразами, можуть бути побудовані багатошарові схеми, а також 

схеми високих порядків точності. 

 

2.6  Висновки до розділу  

 

1. У результаті виконаних досліджень стійкості системи рівнянь переносу 

зарядів у фотоелектричних і електрохімічних перетворювачах отримана модель 

формування збурень для випадку, коли параметри переносу нелінійним чином 

залежать від напруженості електричного поля для загального випадку та для 

випадку збурень типу розшарування вздовж осі z при однорідному незбуреному 

стані. 

2. При аналізі стійкості вихідного рівняння для частоти збурень ω (аω
2
 + 

вω + с = 0) для моделі процесів нелінійного переносу зарядів в 

фотоелектричних і електрохімічних перетворювачах встановлено, що 

коефіцієнти b, c є комплексними, що обумовлено наявністю диференціальних 

операторів непарного порядку по просторових координатах у вихідній моделі 

процесу. Це, як наслідок, призводить до автоколивальних режимів зміни 

концентрації зарядів в часі і залежних від цього інших параметрів, що має місце 

в експериментах. 
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3. При обґрунтуванні методології чисельних експериментів щодо 

моделювання процесів переносу заряду в фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачах встановлено, що адаптивні алгоритми мають істотні переваги 

перед алгоритмами з фіксованими сітками, оскільки при однаковій точності 

результату кількість просторових вузлів зменшується у декілька разів, що 

призводить до такого ж зменшення розмірності систем алгебраїчних рівнянь, 

при можливості одержання кінцевих результатів із наперед заданою точністю. 

4. Адаптивний алгоритм на основі методу скінченних різниць, у тому 

числі метод контролю похибки і вибору кроків сітки та метод побудови змінної 

нерівномірної сітки, забезпечує введення всіх необхідних вихідних даних і 

надає можливість отримання проміжних та результуючих параметрів 

розрахункового процесу з візуалізацією результатів у вигляді табличних даних 

та графічного матеріалу при створенні програмного модуля.  

В результаті дано обґрунтування ефективного методу реалізації 

чисельних експериментів для аналізу просторово-часового розподілу зарядів в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах.  
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РОЗДІЛ 3 

МОДЕЛЮВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ ПРОЦЕСІВ ПЕРЕНОСУ ЗАРЯДІВ В 

ФОТОЕЛЕКТРИЧНИХ ТА ЕЛЕКТРОХІМІЧНИХ ПЕРЕТВОРЮВАЧАХ 

ЕНЕРГІЇ НА ОСНОВІ АДАПТИВНОГО МЕТОДУ 

 

Основною задачею для чисельного моделювання нелінійних процесів 

переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах 

енергії, як методологічної бази для проведення чисельних експериментів, є 

створення адаптивного алгоритму.  

 

3.1 Алгоритм неявного методу з повністю нерівномірною сіткою 

 

Побудуємо алгоритм, для якого сітка по змінних х та y при фіксованому t 

буде нерівномірною, що дасть змогу зменшити розмірність розв’язуваних 

систем алгебраїчних рівнянь та час розв’язання задачі [18, 80]. Це дозволить 

повноцінно враховувати особливості поведінки невідомої функції та звести під 

час виконанняя чисельних експериментів затрати машинного часу до мінімуму. 

 

Потрібно знайти розв’язок ( , , )U U x y t  рівняння 
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що задовольняє початковим та крайовим умовам вирішуваної задачі 
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Введемо по координаті x нерівномірну сітку з вузлами ( 0, 1,..., )ix i n  та 

кроками 1, 1ii ih x x , по координаті y – з вузлами ( 0, 1,..., )jy j m  та 

кроками 2, 1jj jh y y , а по часу t − з вузлами ( 0, 1,...)kt k  та змінними 

кроками . Позначимо через ,
k
i ju  значення наближеного розв’язку в точці 

( , , )i j kx y t , а через k
ijU U – точного. Необхідно відмітити, що у методі 

змінних напрямків спочатку здійснюється перехід з шару tk на напівцілий шар 

1

2

,
2

k
k

t t  причому 
2

2

U

x
 апроксимується на шарі 1

2
k

t , а 
2

2

U

y
 − на шарі tk , 

тобто перший етап є неявним по змінній х. На другому етапі виконується 

перехід із напівцілого шару 
k

t 1

2

 на шар 1k kt t , а апроксимація похідних 

здійснюється навпаки явно по х на шарі 1

2
k

t  та неявно по y на шарі 1kt . 

Позначимо через 1, 2,,c ch h  середнє арифметичне двох сусідніх кроків для вузла 

( , )i jx y : 1, 1, 1
1,

2

i i
c

h h
h , 2, 2, 1

2,
2

j j

c

h h
h . Для спрощення виразів значення 

функції на к-му часовому шарі будемо позначати через k
ij iju u , на проміжному 

шарі – через iju , на (k+1)-му шарі – через ˆ
iju . 

Різницеві рівняння першого півкроку, одержані на основі методу балансу, 

мають вигляд: 

 

i, j i, j i 1, j i 1, j i 1, j i, j i-1, j
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V

h h h h h
    (3.1) 

3

i, j i, j
u u( ( ) ), 1,..., 1,   1,..., 1.                         i n j m  
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Для спрощення цього рівняння помножимо його на 
2

 та, позначивши 

11

1, 1, 1, 12 c i ih h h
; 1

12

1, 1, 1
4

i i

V

h h
; 

21

2, 2, 2, 12 c j jh h h
; 2

22

2, 2, 14 j j

V

h h
, 

 

одержимо 

 

1, 1 11 12 1, 1, 11 1, 1 1, 12 ,( ) (2 ( ) )ij ij ij i i j c i i i jf u u h u h h h u  

1, 12 11 1, 2, 1 21 22 , 1 2, 21 2, 1 2, 22 ,( ) ( ) (2 ( ) )i i j i i j c j j i jh u h u h h h u  (3.2) 

2

2, 22 21 , 1 , ,( ) (1 ( ) ), 1,.., 1,   1,..., 1.j i j i j i jh u u u  i n j m  

 

Ця рівність повинна виконуватися для усіх внутрішніх вузлів 

1,..,( 1),   1,...,( 1)i n j m , тому породжується система з 1 1n m  

нелінійних алгебраїчних рівнянь [83]. Оскільки значення невідомої функції в 

граничних вузлах відомі з граничних умов 1-го роду, то кількість невідомих у 

цій системі співпадає з кількістю рівнянь. У кожному рівнянні фігурують на 

шарі з номером 
1

2
k  три сусідніх точки у напрямку 0x. Тому систему можна 

розділити на (m-1) незалежну систему, кожна з яких відповідає ряду точок xi 

для фіксованого j [18, 84] 

 

1

1,

0,

...

0.

j

n j

f

f

                                                              (3.3) 

 

Кожне з рівнянь j-ї системи, крім першого та останнього, містить три 

невідомих величини: 1, 1,, ,i j ij i ju u u  [85]. Застосуємо для її розв’язання метод 

Ньютона. На s-й ітерації цього методу необхідно розв’язати СЛАР відносно 

приростів 
( ) ( ) ( 1)s s s

ij ij iju u u  невідомих 
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( 1) ( 1)

1 1

1 2

( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2

1 2 3

( 1) ( 1) ( 1)

2, 2, 2,

3, 2, 1,

( 1) ( 1)

1, 1,

2, 1,

...

s s

j j

j j

s s s

j j j

j j j

s s s

n j n j n j

n j n j n j

s s

n j n j

n j n j

f f

u u

f f f

u u u

f f f

u u u

f f

u u

( )

1

( )

2

( )

2,

( )

1,

...

s

j

s

j

s

n j

s

n j

u

u

u

u

=

( 1)

1

( 1)

2

( 1)

2,

( 1)

1,

....

s

j

s

j

s

n j

s

n j

f

f

f

f

    (3.4) 

 

Отже, i-е рівняння СЛАР для j-ї системи має структуру 

 

( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( 1)

1, 1,

1, 1,

Δ Δ Δ ,    2,..., 2.

s s s

ij ij ijs s s s

i j ij i j ij

i j i, j i j

f f f
u u u f i n

u u u
 

 

Перше та останнє рівняння цієї СЛАР містять по дві невідомі. Матриця 

цієї СЛАР є тридіагональною [79], а кількість рядків якобіану визначається 

кількістю внутрішніх точок по просторовій змінній x. Частинні похідні 
1,

ij

i j

f

u
, 

ij

ij

f

u
, 

1,

ij

i j

f

u
, необхідні для формування матриці Якобі, одержимо з (3.2) 

1, 1 11 12

1,

ij

i

i j

f
h

u
, 

11 1, 12 1, 1 1,1 2 ( )
ij

c i i

ij

f
h h h

u
, 

1, 12 11

1,

ij

i

i j

f
h

u
. 
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На першій ітерації методу Ньютона, як початкове наближення до 
iju , 

береться значення з попереднього к-го часового кроку [86]. 

Різницеві рівняння другого півкроку методу змінних напрямків 

отримуються аналогічно. Вони мають вигляд 

 

i, j i, j i 1, j i 1, j i 1, j i, j i-1, j
1,i 1 1,c i, j 1,i 1,i 1,i 1 1,i 1,i 1

1

1,c 1,i 1,i 1 1,i 1,i 1

û 2 ( )

2

2

u h u h u h u h u h h u h u
V

h h h h h
 

i, j-1 i, j 1 i, j 1 i, j i, j-1
2, j 2,c i, j 2, j 2, j 2, j 1 2, j 2, j 1

2

1,c 1,i 1,i 1 1,i 1,i 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( - )

2

h u h u h u h u h h u h u
V

h h h h h
 

3

i, j i, j
ˆ ˆ( ( ) ), 1,.., 1,   1,..., 1,                        u u  i n j m  

або 

 

1, 1 11 12 1, 1, 11 1, 1 1, 12 ,
ˆ ( ) (2 ( ) )ij ij ij i i j c i i i jf u u h u h h h u  

1, 12 11 1, 2, 1 21 22 , 1 2, 21 2, 1 2, 22 ,
ˆ ˆ( ) ( ) (2 ( ) )i i j i i j c j j i jh u h u h h h u   (3.5) 

2

2, 22 21 , 1 , ,
ˆ ˆ ˆ( ) (1 ( ) ), 1,.., 1,   1,..., 1.j i j i j i jh u u u  i n j m  

 

Представлена рівність повинна виконуватися  для усіх  внутрішніх вузлів 

і = 1,…,(n - 1), j = 1,…,(m - 1) і тому знову породжується система з (n - 1) (m – 1) 

нелінійних алгебраїчних рівнянь. У кожному рівнянні фігурують на 1k -му 

шарі три сусідніх точки у напрямку 0y і тому систему можна розділити на (n - 1) 

незалежну систему, кожна з яких відповідає ряду точок yj для фіксованого i 

 

1

, 1

0,

...

0.

i

i m

f

f

.                                                                 (3.6) 
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Кожне з рівнянь i-ї системи, крім першого та останнього, містить три 

невідомих величини 
, 1 , 1

ˆ ˆ ˆ, ,i j ij i ju u u . Для розв’язання СНАР знову застосуємо 

метод Ньютона. На s-й ітерації цього методу необхідно розв’язати СЛАР 

відносно приристів ( ) ( ) ( 1)ˆ ˆ ˆs s s

ij ij iju u u  невідомих 

 

( 1) ( 1)

,1 ,1

,1 ,2

( 1) ( 1) ( 1)

,2 ,2 ,2

,1 ,2 ,3

( 1) ( 1) ( 1)

, 2 , 2 , 2

, 3 , 2 , 1

( 1) ( 1)

, 1 , 1

, 2 , 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

...

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

s s

i i

i i

s s s

i i i

i i i

s s s

i m i m i m

i m i m i m

s s

i m i m

i m i m

f f

u u

f f f

u u u

f f f

u u u

f f

u u

( )

,1

( )

,2

( )

, 2

( )

, 1

ˆ

ˆ

...

ˆ

ˆ

s

i

s

i

s

i m

s

i m

u

u

u

u

=

( 1)

,1

( 1)

,2

( 1)

, 2

( 1)

, 1

...

s

i

s

i

s

i m

s

i m

f

f

f

f

.         (3.7) 

 

Отже, j-е рівняння СЛАР матиме структуру 

 

1 1 1

1

1 1

1 1

ˆ ˆ ˆΔ Δ Δ 2 2
ˆ ˆ ˆ

(s- ) (s- ) (s- )

ij ij ij(s) (s) (s) (s- )

i, j- ij i, j ij

i, j- ij i, j

f f f
 u  u  u f ,  j ,...,m -

u u u
.                (3.8) 

 

Матриця СЛАР є тридіагональною, кількість рядків якобіану 

визначається кількістю внутрішніх точок по просторовій змінній y. 

Використовуючи (3.5), знайдемо частинні похідні 
, 1

ˆ

ij

i j

f

u
, 

ˆ

ij

ij

f

u
, 

, 1
ˆ

ij

i j

f

u
: 

 

2, 1 21 22

, 1

,
ˆ

ij

j

i j

f
h

u
 

21 2, 22 2, 1 2,1 2 ( ),
ˆ

ij

c j j

ij

f
h h h

u
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2, 22 21

, 1

.
ˆ

ij

j

i j

f
h

u
 

 

що дозволить сформувати СЛАР для ітерацій Ньютона. 

Повернемося до оцінки похибки та вибору нових кроків. При проведенні 

обчислень необхідно: 

- контролювати на кожному кроці похибку е. Якщо вона перевищує задану 

і величина кроків більша за мінімальну, то результати останнього кроку 

анулюються, сітка сгущується в потрібному місці і обчислення 

повторюються; 

- обчислювати нові значення кроків h,  так, щоб при максимальній 

величині кроків похибка знаходилась в заданих межах. 

Як і раніше, для оцінки похибки та вибору нової сітки потрібно декілька 

разів зробити перехід з к-го часового шару на (к+1)-й з різними величинами 

кроків. Послідовність цих обчислень може бути різною, наприклад, з кроками 

[18]: 

1) h1,h2, ; 1
2, ,

2

h
h ;   h1,

2

2

h
,  ;   h1,h2,

2
,  

2) h1,h2, ; 1 2, ,
2 2 2

h h
;   1

2

h
,h2,  ;   h1,

2

2

h
, . 

 

Використаємо перший варіант. Нехай розв’язок на к-му шарі вже 

знайдений, визначена нова нерівномірна сітка і треба знайти розв’язок на (к+1)-

му шарі. Величини h1,с та h2,с для вузла (xi, yj) далі будемо позначати через h1, h2. 

Спочатку за допомогою обраної різницевої схеми другого порядку знайдемо 

розв’язок ˆ
іju  зі змінними кроками h1,i, h2,j та кроком . Похибка результату 

визначається формулою (3.9) 

 

1 2

1 1 2 2 2

, , 1 2 1 3 2( )k k

h h ij ijе U u C C h C h = eij.                   (3.9) 
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Далі зробимо перехід з k-го на (k+1)-й шар з кроками 1
2, ,

2

h
h . 

Одержаний при цьому в точці 
1( , , )i j kx y t  розв’язок позначимо через 

1
2, ,

2

h
h

u  і 

для нього справедлива рівність 

 

1 1
2 2

1 2 2 21
, 1 2 3 2

, , , ,
2 2

( ( ) )
2

k

h i j h
h h

h
e U u C C C h .                     (3.10) 

 

Зробимо такий же перехід , але з кроками 2
1, ,

2

h
h . Для одержаного в 

цьому випадку розв’язку 
2

1 , ,
2

h
h

u  справедлива рівність 

 

2 2
1 1

1 2 2 22
, 1 2 1 3

, , , ,
2 2

( ( ) )
2

k

h i j h
h h

h
e U u C C h C .                  (3.11) 

 

Нарешті зробимо перехід з k-го на (k+1)-й шар з кроками h1, h2, 
2

, 

застосувавши обраний різницевий метод двічі. Одержаний при цьому в точці 

1( , , )i j kx y t  розв’язок позначимо через 
1 2, ,

2
h h

u  і для нього справедлива рівність  

 

, , 1 21 2
2

2
1 2 2

1 2 1 3 2
, ,

2

2
2 4h h

k

ij
h h

U Ce u C h C h .             (3.12) 

 

Запишемо одержану систему чотирьох рівнянь з чотирма невідомими 

1 2 3, , ,U C C C  [87]: 

 

 

 

)

)
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1 2

3 2 2

, , 1 2 1 3 2h hU u C C h C h , 

1
2

2
3 21

1 2 3 2
, ,

2
4

h
h

h
U u C C C h ,                               (3.13) 

2
1

2
3 2 2

1 2 1 3
, ,

2
4

h
h

h
U u C C h C , 

1 2

3
2 2

1 2 1 3 2
, ,

2
4h h

CU u C h C h . 

 

Ця система справедлива для розв’язку в околі конкретної точки xi, yj, tk+1. 

Знайдемо невідомі величини:  

 

1 2
1 2

1 , ,3
, ,

2

4
( )

3
h h

h h
C u u ,                                                (3.14) 

1 1 2
2

2 , ,2
, ,

1 2

4

3
h h h

h
С u u

h
,                                              (3.15) 

2 1 2
1

3 , ,2
, ,

2 2

4

3
h h h

h
C u u

h
,                                              (3.16) 

1 2 1 2
2 1 1 2

, ,
, , , , , ,

2 2 2

4 4 4
3

3 3 3
h h h h

h h h h
U u u u u .                                (3.17) 

 

Контрольовану величину (локальну похибку) одержимо з (3.9) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2
2 1 1 2

, , , , , ,
, , , , , ,

2 2 2

4 4 4
4

3 3 3
h h h h h h h h

h h h h
e U u u u u u e .         (3.18) 

 

Порівняємо одержану величину похибки e з допустимою. Якщо e > eдоп  

та хоча б один із кроків більший за мінімальний, то результати анулюються і 

виконуються такі дії: 

− крок  ділиться навпіл; 
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− по просторових координатах будується нова нерівномірна сітка, вузли 

якої ущільнені в околі вузлів з великим значенням еіj; 

− повертаємося на шар tk; 

− на шарі tk створюється опорна функція з новою, більш щільною, сіткою за 

допомогою інтерполяції. 

Якщо e < eдоп, то як остаточний розв’язок на (k+1)–му шарі можно взяти 

уточнене значення згідно (3.17). 

Розглянемо тепер питання вибору нової величини кроків h1,i, h2,j, . Якщо 

ми виберемо нові кроки за формулами  

 

1, 1, 2,,2 ,     ,    нов стар нов стар старнов
h h h h ,                  (3.19) 

 

то згідно з формулою (3.8) одержимо результат з похибкою енов, яка повинна 

бути меншою або рівною едоп. 

 

2 2 2

1 2 1 3 2( )[ ( ) ( ) ( ) ]новe C C h C h  

3 2 2

1 2 1 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) допC C h C h е . 

 

При цьому вважаємо, що внаслідок малої величини  коефіцієнти 

1 2 3, ,C C C , які знайдені за формулами (3.14) - (3.16) для (к+1)-го часового 

шару, залишаться без змін і для (к+2)-го шару. Будемо вимагати виконання 

рівності 

 

3 2 2

1 2 1 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) допC C h C h е .                          (3.20) 

 

Для визначення коефіцієнтів зміни кроків , ,   одержали одне рівняння 

з трьома невідомими. Для їх визначення можливі декілька способів, наприклад: 

- вимагати, щоб вклади похибок по часовій та просторових змінних були 

однаковими: 
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3 2 2

1 2 1 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

допe
C C h C h . 

 

- вимагати, щоб вклади похибок були пропорційні коефіцієнтам 

1 2 3, ,C C C . 

Далі будемо використовувати перший спосіб. Спочатку знайдемо 

коефіцієнт : 

 

3

1к 0,33;   ( ) допC к e , 3
3

1

доп
ij

k e

С
.                             (3.21) 

 

Необхідно відмітити, що , ,  обчислюються для околу конкретної 

точки (xi, yj), оскільки поведінка функції ( , , )U x y t  різна для кожного вузла 

сітки і різними є коефіцієнти 1 2 3, ,C C C . Як і раніше, будемо виходити з того, 

що обчислення невідомої функції ( , , )U x y t  проводиться для одного й того ж 

моменту часу tk+1, тобто коефіцієнт  повинен бути однаковим для всіх вузлів 

(xi, yj) площини x0y. Тому, після обчислення значення функції на (k+1)-му шарі 

декількома способами, обчислимо за формулою (3.21) коефіцієнти ij для 

кожного вузла сітки і знайдемо 

 

,

min ij

i j

.                                                              (3.22) 

 

Згідно з формулою (3.20) похибка, що припадає на другий та третій 

доданки дорівнює  

 

2 2 2

2 1 3 2 1 1
допe

C h C h С e . 
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Далі знову досягатимемо, щоб вклади в загальну похибку складових за 

напрямками x та y були рівними 

 

2 2 1
2 1 3 2

2

e
C h C h . 

 

Оскільки величини C2 для кожного вузла відомі з попередньої формули, 

то звідси можемо визначити  для кожного вузла, тобто величину 
ij
 

 

2

2 1 10,5;     ,k C h k e   
1

1 2

1
ij

k e

h C
.                             (3.23) 

 

Тепер для кожного вузла відома третя складова формули (3.20) 

 

2 2 2

3 2 1 2 1 2
допe

C h С С h e . 

 

З цього співвідношення можна одержати величину 
ij
 для кожного вузла: 

 

2 3

21
ij

e

h С
  .                                                 (3.24) 

 

Отже, для кожної точки (xi, yj) за формулами (3.22) - (3.24) одержимо три 

різні величини , , , при використанні яких похибка eнов не перевищує заданої 

едоп. 

Далі постає питання побудови нової сітки по змінній х за коефіцієнтами 

ij
. Цей алгоритм вже викладено для одновимірного випадку і його особливість 

для двовимірних задач полягає в наступному. Після вибору чергового вузла при 

фіксованому j = 1 необхідно зробити те ж саме для інших значень j. Після 
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визначення вузла х1,нов   для  j = 1 необхідно визначити за тим же алгоритмом цю 

величину для j = 2, потім для j = 3 і т.д. Оскільки ця величина повинна бути 

однаковою для всіх j, то з одержаних величин потрібно взяти найменшу. Після 

цього визначається х2,нов для j = 1, 2,…, (m-1) і з них знову береться найменша. 

Процес продовжується, поки не буде побудована вся сітка в напрямку 0x. 

Більш простий шлях полягає в тому, що замість формування 

двовимірного масиву, що містить 
ij
, доцільно формувати одновимірний масив, 

який містить мінімальні значення 
ij
 при фіксованому і, тобто для кожного 

вузла xi. Саме за допомогою цього масиву будується нерівномірна сітка в 

напрямку 0x точно так, як в одновимірному випадку. Після цього проводятся ті 

ж самі дії для вибору сітки в напрямку 0y, як і для напрямку 0x [18, 84]. 

Із вищевикладеного слідує наступний алгоритм розв’язування 

двовимірного рівняння дифузії деяким методом другого порядку, наприклад, 

змінних напрямків, з повністю нерівномірною сіткою. 

Нехай відомі значення функції ( , , )U x y t  для t  = tk на нерівномірній сітці 

з кроками i1, i 1ih x x , 1, 1

1 1,c

1,

2

i ih h
h h  по змінній х; 

j2, j 1jh y y , 

2, 1

2 2,c

2,

2

j jh h
h h  по змінній y та кроком  по змінній t. Для переходу на 

наступний часовий шар tk+1 = tk+   необхідно виконати такі дії: 

1) обчислити за обраною різницевою схемою з кроками h1,i, h2,j,   

значення 
1 2, ,h hu   для кожного вузла (к+1)-го шару; 

2) обчислити з кроками 1,

2,, ,
2

i

j

h
h  значення 

1
2, ,

2

h
h

u . Для одержання на 

к-му шарі значення опорної функції з кроками 
1,

2,,
2

i

j

h
h  застосувати 

інтерполяцію за відомими значеннями функції у вузлах із кроками h1,i, 

h2,j, або початкову умову у випадку першого кроку; 
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3) обчислити з кроками 
2,

1, , ,
2

j

i

h
h   значення 

2
1, ,

2

h
h

u ; 

4) обчислити з кроками h1, h2, 
2

 значення 
1 2, ,

2
h h

u , застосувавши 

різницевий метод двічі; 

5) для кожного вузла за формулою (3.9) обчислити похибку еіj та вибрати 

найбільшу з них – е; 

6) за формулами (3.21), (3.22) обчислити коефіцієнт  зміни часового 

кроку; 

7) за формулою (3.23) для кожного вузла обчислити коефіцієнт іj зміни 

просторового кроку. Якщо еіj > eдоп та h1,i  > hmin або h1,i+1  > hmin, то іj 

зменшити вдвічі та сформувати прикмету відмови. Знайти для 

кожного вузла хі мінімальне значення іj; 

8) сформувати нову нерівномірну сітку в напрямку 0x на (к+1)-му шарі; 

9) для кожного вузла обчислити коефіцієнт ij за формулою (3.24) та 

сформувати нову нерівномірну сітку по напрямку 0y аналогічно 

попередньому; 

10) якщо e  eдоп, або e > eдоп при мінімальних значеннях кроків, то крок 

приймається. За формулою (3.17) уточнити результат. Збільшити час, 

запам’ятати одержані для (к+1)-го часового шару результати. На (к+1)-

му шарі створюється опорна функція для нової сітки. Прийняти к = 

к+1; 

11) якщо e > eдоп та кроки не мінімальні, то результати анулюються, 

крок  зменшується вдвічі, на к-му шарі створюється нова опорна 

функція з ущільненою сіткою; 

12) якщо модельний час не перевершує кінцеве значення, перейти на 

п.1. 

Розглянемо другий варіант послідовності переходів з к-го на (к+1)-й 

часовий шар, а саме, з кроками: 
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h1, h2 , ; 1 2, ,
2 2 2

h h
;   1

2

h
,h2,  ;   h1,

2

2

h
, . 

 

Необхідні для обчислень формули можна одержати аналогічно першому 

варіанту і вони мають наступний вигляд: 

 

1 2 1 2 2
2 1

1 , ,3
, , , , , ,

2 2 2 2 2

4

3
h h h h h h

h h
C u u u u ,                              (3.25) 

 

1 1 2
2

2 , ,2
, ,

1 2

4

3
h h h

h
С u u

h
,                                             (3.26) 

 

2 1 2
1

3 , ,2
, ,

2 2

4

3
h h h

h
C u u

h
,                                              (3.27) 

 

1 2 1 2, ,
, ,

2 2 2

4 1

3 3
h h h hU u u ,                                                     (3.28) 

 

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 2

, , 1 2 1 3 2 , , ij
, ,

2 2 2

4
( )

3

k k

h h ij ij h h h he U u C C h C h u u e .    (3.29)( 

                                       

Формули для обчислення , ,  залишаються без змін. Загальний 

алгоритм майже не змінюється.  

 

3.2 Розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь із використанням 

      модифікованого методу Гауса 

 

Для розв'язання СЛАР з тридiагональною матрицею запишемо таку 

систему у виглядi 
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                                        b1x1 + c1x2 = d1, 

                                        a2x1 + b2x2 + c2x3 = d2, 

                                        a3x2 + b3x3 + c3x4 = d3, 

                    . . .                                                                    (3.30) 

                                an-1xn-2 + bn-1xn-1 + cn-1xn   = dn-1, 

                                            anxn-1 + bnxn = dn. 

 

До розв'язування таких систем приводить метод скiнченних рiзниць при 

його використаннi для розв'язування крайових задач для диференцiальних 

рiвнянь [79, 88 - 90]. 

Систему вигляду (3.30) можна розв'язати звичайним методом Гауса, 

враховуючи структуру її матрицi. У процесi прямого ходу для k = 1,...., (n - 1) 

виконуються такi дiї 

 

1 11
1 1 1 1

( ) ( )k
k k k k k k

k

a
R ,  b b c R, d d d R  ,

b
 

 

що вимагає 3(n - 1) арифметичних операцiй. При зворотному ходi обчислюють 

вектор невiдомих х  

 

(1)

(1)

n

n

d
x

b
, 

1

1 1

1
1 1( )

i i i i ( )

i

x (d x ) ,  i n ,...,    ,
b

c  

 

що вимагає 3(n - 1) + 1 арифметичних операцiй. Всього для розв'язування 

методом Гауса такої СЛАР необхiдно 8n - 7 арифметичних операцiй на вiдмiну 

вiд (2/3)n
3
 операцiй, потрiбних для розв'язування довiльної системи за 

допомогою цього методу. 

Наданий алгоритм включає операцiю дiлення, тому необхiдно накласти 

додатковi умови на елементи матрицi системи (3.30), щоб виключити дiлення 

на нуль і забезпечити стiйкiсть методу щодо помилок округлення. Цi умови 
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полягають у тому, що матриця повинна бути дiагонально домiнуючою, тобто 

|bi|  |ai| + |ci|, причому хоча б для одного значення, i повинна виконуватися 

строга нерiвнiсть [79]. Ця умова стiйкостi методу прогонки є достатньою, але 

не є необхiдною, тобто в багатьох випадках цей метод стiйкий навiть при 

порушеннi умови переваження дiагональних елементiв. 

 

3.3 Алгоритм побудови повністю нерівномірної сітки 

 

Розглянемо спочатку одновимірний випадок, тобто задачу, де необхідно 

знайти функцію U(x, t). При переході з часового шару tk на шар tk+1  

нерівномірна просторова сітка однакова для обох шарів [18]. Вважаємо, цю 

сітку відомою (вона утворена точками xi ,i = 0,…, n) та позначимо її через 1k . 

Нехай виконано крок з шару tk  на шар tk+1, оцінена похибка, яка виявилася 

меншою за допустиму, та уточнений розв’язок. В попередньому пункті 

показано, що після цього для кожного вузла xi старої сітки 1k  можна 

обчислити коефіцієнт i зміни середнього кроку в околі цього вузла, який 

можна використати для визначення нового кроку за формулою 
, ,i нов i i старh h . 

Розглянемо, як за цими коефіцієнтами побудувати нову сітку по змінній х. 

Позначимо сітку, яку потрібно побудувати для переходу з шару tk+1 на 

наступний шар tk+2, через 2k . Нагадаємо, що розв’язок для моменту часу tk+1   

відомий у вузлах сітки 1k  і якщо сітка буде змінена для подальшого переходу 

на шар tk+2, необхідно буде шляхом інтерполяції знайти опорні значення U(x, t) 

для t = tk+1 у вузлах нової сітки [18, 91]. Нова сітка для t = tk+1 та сітка для t = tk+2 

теж будуть співпадати. Розташування вузлів на к+1 відомо, а на к+2 – ні, але 

його можна визначити за знайденими коефіцієнтами і. 

На рис. 3.1а зображений графік залежності  h(x)  для t = tk+1, де розв’язок 

вже знайдено. Очевидно, що 
1

1
n

i

i

h , де hi = xi - xi-1.  

 



95 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1. Графіки величини кроку h(х):  

a) – існуючий; 

б) – прогнозований; 

в) – новий.  

 

Визначена для вузла хi сітки к+1 величина і показує наскільки потрібно 

змінити середній крок в околі цього вузла, щоб похибка на (к+2)-му шарі не 

перевищувала допустиму, а кроки були максимальними [18, 92]. Величина і 

дає допустиму величину кроку hдоп(х) для цього вузла (рис. 3.1б): 

 

1 1 1
,( )

2 2

i i i i
доп i i с i i i

h h x x
h x h . 

 

 
h(x) 

t=tk+1 

a) 

x 

x0                        x1                 x2       x3               x4                x5=а 

hдоп(x) 

x 

x0                        x1                 x2       x3                x4                  x5 

t=tk+2 

б) 
hнов(x) 

x 

в) 

t=tk+2 

x0,нов                        x1,нов            x2,нов          x3,нов                       x4,нов 
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Але сума ординат графіку hдоп(х) у вузлах вже не дорівнює одиниці і тому 

задача визначення вузлів хi,нов сітки к+2 не є тривіальною. 

Далі представимо функцію hдоп(x) за допомогою кусково-лінійної 

інтерполяції, яку виконаємо по точках (xi, i  hc,i) = (xi, hдоп(xi)). Рівняння 

кожного з відрізків, що утворюють кусково-лінійну функцію y = hдоп(x), 

одержимо з рівняння прямої, що проходить через точки (xi, i hc,i) та (xi+1, 

i+1hc,i+1) [79]: 

 

1 , 1 ,

,

1

( )
i c i i c i

i с i i

i i

h h
y h x x

x x
. 

 

Для задач з граничними умовами 1-го роду визначимо на к+1 функцію 

hдоп(x) (допустимий крок для t = tk+2) наступним чином: 

 

1 2
1 ,1 1 0 1

1
, 1 , 1 ,

1

1 2 1
1 1

1

1
1 , 1 1

     [ , ],
2

( )  
2

( )

( )     [ , ]  ,    1,..., 2,
2 2

      [
2

c

i i i
i c i i c i i c i i

i

доп

i i i i i
i i i i

i

n n
n c n n n

h h
h при x x x

x x h h
h h h

h
h x

x x h h h h
при x x x i n

h

h h
h при x x 1, ],nx

 

або 

2
1 0 1

1 1 2 1 1
1

1

1

2
1 1

x
     [ , ],

2

  ( )  
2 2 2( )

  [ , ],     1,..., 2,

    [  , ].
2

i i i i i i i
i i i

i iдоп

i i

n n
n n n

при x x x

x x x x x x x x

x xh x

при x x x i n

x x
при x x x

                   (3.31) 
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При цьому hдоп повинно не виходити за деякі межі (hдоп  [hдоп.min, hдоп.max]). 

Наприклад, можна взяти max max
.min .max,   

250 5
доп доп

x x
h h   (хі, hi – вузли та кроки на 

к+1). 

Розглянемо спочатку, як знайти точку х1,нов на к+2. Якщо взяти х1,нов 

занадто великим, наприклад, рівним x2, то попадемо в область, де допускається 

невеликий крок (рис. 3.1а) і буде великою похибка [18]. Якщо взяти х1,нов 

малим, то попадемо в область, де допускається значно більший крок і 

одержаний результат буде дуже точним, але суттєво збільшаться витрати 

машинного часу [89]. Таким чином, необхідно вибрати максимальний х1,нов 

такий, щоб його значення було меншим або рівним допустимого кроку hдоп(х) 

на відрізку [x0, x1,нов]: 

 

0 1,

1,
x [x , ]

min ( )
нов

нов доп
x

x h x . 

 

Наступний вузол х2,нов знаходиться аналогічно 

 

1,нов 2,

2, 1,
x [x , ]

min ( )
нов

нов нов доп
x

x x h x . 

 

У загальному випадку 

 

j-1,нов ,

, 1,
x [x , ]

min ( )
j нов

j нов j нов доп
x

x x h x .                                   (3.32) 

 

Як перше наближення, для побудови сітки можна використати наступний 

простий, але неекономічний алгоритм. У ньому формуються вузли xj,нов сітки 

к+2 за допомогою аналізу функції hдоп (х) з малим кроком та фіксацією 

моментів, коли величина  можливого  кроку (x - xj-1,нов) стає більшою за min hдоп 

(х) на відрізку [xj-1,нов, x]. При цьому схема побудови сітки є наступною: 
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- покласти j = 1 (лічильник вузлів для к+2), hmin =  hдоп (0), x0,нов = xj-1,нов = 0, 

x = 0; 

- обчислити х = х + 10
-5

. Якщо hдоп (х) < hmin , то hmin= hдоп (х); 

- обчислити можливий крок h = x - xj-1,нов. Якщо h, що зростає разом з х, 

стає більшим за hmin, то прийняти xj,нов  = xj-1,нов + h-10
-5

, j = j + 1; 

- якщо x < xmax, то перехід на п. 2, інакше за останній вузол нової сітки 

необхідно прийняти xmax та вийти з циклу. 

Більш ефективний алгоритм одержимо, якщо аналізувати лише вузли xi 

старої сітки. Нагадаємо, що функція y = min f(x) для f(x) > 0 є незростаючою 

функцією. На відрізках, де f (x) спадає, функція y = min f(x) співпадає з нею. На 

відрізках, де f (x) зростає, функція y = min f(x) є константою. У нашому випадку 

функція hдоп (x) є кусково-лінійною і, отже, функція y = min hдоп (x) є 

незростаючою кусково-лінійною.  

Повернемося до визначення х1,нов із к+2 . Як відзначалося, ця величина є 

розв’язком алгебраїчного рівняння 

 

0               x [x , ]

min   ( )доп

x

h xx ,                                                          (3.33) 

 

тобто координатою точки перетину графіків наступних функцій: y = x - xj-1,нов та 

y = min hдоп(x). 

При цьому можливі два випадки (рис. 3.2) [18]: 

-  графіки перетинаються на горизонтальній ділянці функції y = min hдоп (x) 

(рис. 3.2 а); 

-  графіки перетинаються на похилій ділянці цієї функції (рис. 3.2 б). 

В обох випадках необхідно знайти точку перетину двох прямих, причому 

в першому випадку результат (новий крок) дорівнює ординаті горизонтальної 

ділянки, тобто min hдоп (xі). Позначимо для простоти х0 = xj-1,нов, х1 = xi , х2 = xi+1, 

y1 = min hдоп (xi),  y2 = min hдоп (xi+1). 
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                  а)                                                                б) 

Рис. 3.2. Два випадки при визначенні xj,нов: 

а) – графіки перетинаються на горизонтальній ділянці функції; 

б) – графіки перетинаються на похилій ділянці цієї функції. 

 

Таким чином, алгоритм пошуку чергового вузла нової сітки полягає в 

почерговому аналізі відрізків [xi, xi+1] = [x1, x2] та визначенні того з них, де 

перетинаються графіки двох вказаних функцій. Оскільки на кожному відрізку 

функція y = min hдоп (x) є прямою, що проходить через точки (x1, y1), (x2, y2), то 

точка перетину (чергова точка нової сітки) є розв’язком системи рівнянь 

2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x

, 

0y x x  

 

та визначається формулою 

2 1
0 1 1

2 1

2 1

2 1

1

y y
x y x

x x
x

y y

x x

.                                                (3.34) 

 

Остаточний алгоритм побудови за числами і нової сітки к+2 має вигляд: 

1) покласти x0,нов = 0, j = 1 (лічильник нових вузлів), i = 0 (лічильник 

старих вузлів); 

 
min hдоп(x) 

  xj-1,нов     xi       xj,нов      xi+1 
x 

 

 min hдоп(x) 

 xj-1,нов     xi  xj,нов xi+1 
x 



100 

 

2) обчислити початкове значення лівої точки x1 відрізку, що аналізується 

[x1, x2]: x1 = xj-1,нов. Кожна послідовність відрізків [x1, x2] буде утворювати 

загальний відрізок [xj-1,нов, xj,нов], що визначає наступний крок. Початок 

загального відрізку позначимо через x0  =  xj-1,нов.; 

3) обчислити допустиме значення кроку в лівій точці y1 = hдоп (x1) за 

формулою (3.31). Це ж значення прийняти, як початкове значення глобального 

мінімуму кроку на загальному відрізку [xj-1,нов, xj,нов]. Далі по черзі аналізуються 

відрізки [x1, x2] = [ xi, xi+1]; 

4) прийняти x2  = xi+1 та обчислити y2  = hдоп(x2) за формулою (3.31); 

5) знайти значення функції min hдоп (x) на правому кінці відрізку [x1, x2]: 

якщо y2  > y1, покласти y2  = y1; 

6) якщо корінь рівняння (3.33) належить відрізку [x1, x2], тобто 

виконується нерівність (y1 > (x1 - x0)  y2 < (x2 - x0)) , знайти його за формулою 

(3.34) і взяти h = x - x0. Якщо h < hmin, покласти h = hmin. Якщо h > hmax , покласти 

h = hmax та обчислити xj,нов. = xj-1,нов. + h. Якщо xj,нов > xmax, перейти до п. 7, інакше 

покласти j = j + 1 та перейти до п. 4; 

7) якщо на даному відрізку відсутній корінь рівняння (3.33), сформувати 

наступний відрізок, поклавши i = i + 1, x1 = x2, y1 = y2. Якщо xi < xmax, перейти до 

п.5, тобто як останній крок h взяти y2. Якщо останній вузол нової сітки xj,нов 

правіший за кінцеве значення х, обчислити  =  xmax/xj,нов та помножити на  усі 

значення h нової сітки та відповідно відкоригувати координати усіх нових 

вузлів. 

Останній пункт алгоритму коригує останню точку нової сітки, яка може 

виходити за межі діапазону зміни координати х. Помножимо кожен крок нової 

сітки на деяку константу  та будемо вимагати, щоб сума відкоригованих 

кроків дорівнювала xmax: h1 + h2 +…+ hn = xmax. Звідси можна знайти 

коефіцієнт , який буде трохи менший за 1, помножити на нього кожен крок та 

одержати нову відкориговану сітку. 
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У двовимірному випадку побудова сітки виконується незалежно по 

кожному координатному напрямку. Нові значення кроків по часу та 

просторовим змінним визначаються співвідношеннями 

 

x, нов x, стар y, нов y, стар,   ,  нов стар h h h h  

 

та умовою збереження точності 

 

        0 1 2

0 1 , 2 ,( )[ ( ) ( ) ( ) ]
p p p

нов стар x стар y старe C C h C h  

0 1 21

0 1 , 2 ,( ) ( )( ) ( )( )
p p p

стар стар x стар стар y стар допC C h C h е .      (3.35) 

 

Спочатку для кожного вузла (хі, yj) (i = 0,1,…, n1;  j = 0,1,…, n2) так само, 

як і у одновимірному випадку, обчислюється коефіцієнт ij зміни кроку по часу 

і з них береться мінімальний. Після цього визначаєтся для кожного вузла 

коефіцієнт 
ij
 зміни кроку по змінній х, формується одновимірний масив 

mini ij

j

 та будується нерівномірна сітка по змінній x аналогічно 

одновимірному випадку. Оскільки фактично крок по зміній х брався 

мінімальним серед значень для різних j, то значення нових кроків по х, а тому і 

реальні значення 
ij
 менші, ніж обчислені за формулою. Щоб знайти збільшені 

в результаті цього значення ij , необхідно в (3.35) відняти від сумарної 

похибки для конкретного вузла першу та другу складові, які вже визначені. Для 

цього потрібні реальні значення  для старої сітки. Оскільки тепер відома нова 

сітка по напрямку 0x, то для кожного старого вузла відоме нове значення кроку. 

Поділивши його на старе значення, одержимо реальний 
ij
 для кожного вузла. 

Тепер для кожного вузла з (3.35) можна одержати збільшену величину ij .  
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Таким чином, після коригування 
ij
 та обчислення ij  формується 

одновимірний масив minj ij

i
 та будується нерівномірна сітка по змінній y. 

 

3.4 Інтерполяція за рахунок використання кубічних сплайнів 

  

При апроксимацiї розв’язків диференціальних рiвнянь потрiбно, щоб 

апроксимуюча функцiя була принаймнi двiчi безперервно диференційована 

[93]. Тому розглянемо кусково-кубiчний полiном S(x) (кубiчний сплайн), який 

має такi властивостi: 

-  двiчi безперервно диференцiйований; 

- на кожному частковому вiдрiзку є кубiчним полiномом. 

Є декiлька способiв побудови кубiчних сплайнiв. Використаємо спочатку 

спосіб, коли на кожному частковому відрізку 1,i i il x x  сплайн записують у 

вигляді [73, 84]  

 

3 2

3 2 1 0i i i i iS x S x a x a x a x a , ix l .                         (3.36) 

 

Якщо маємо таблицю значень функції y = f(x) в n точках xi, i = 1, 2..., n, то 

вони розбивають відрізок [a, b] (x1 = a, xn = b) на n-1 часткових відрізки 
il , i = 

1,..., n-1. На кожному з них ми повинні побудувати свій кубічний поліном Si (x), 

i = 1,..., n-1. Оскільки поліном Si (x) визначається чотирма коефіцієнтами 

3, 2, 1, 0ija j , то в цілому необхідно знайти 4(n - 1) чисел ija  [79]. Для 

одержання відповідної системи рівнянь, яка визначає 
ija , сформулюємо умови, 

яким повинні задовольняти Si (x). 

Оскільки будуватимемо інтерполяційний сплайн, то кожен поліном Si (x) 

повинен проходити через табличні точки свого часткового відрізка 
il . Ці умови 

інтерполяції дають перші 2 (n-1) рiвнянь: 
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1 1,i i i i i iS x y S x y , i = 1, 2,...., n - 1.                              (3.37) 

 

Вимога диференцiйованостi сплайну в точках сполучення часткових 

вiдрiзкiв (таких точок n-2) породжує ще 2(n-2) рiвнянь: 

 

| | || ||

1 1 1 1 1 1,i i i i i i i iS x S x S x S x , i = 1, 2,..., n – 2.               (3.38) 

 

В результаті одержуємо (4n - 6) рiвнянь замiсть (4n - 4). Двi умови, якi 

залишились (їх називають крайовими), можемо вибрати по-рiзному. Якщо 

вимагати, щоб кривизна сплайну на кiнцях вiдрiзка дорiвнювала нулю, тобто 

 

1 1 10, 0n nS x S x ,                                           (3.39) 

 

то одержаний сплайн називають природним кубiчним сплайном. 

Розв'язавши одержану СЛАР (3.37) - (3.39), можна знайти коефiцiєнти 

сплайну. Однак матриця цiєї системи має велику розмiрнiсть, хоча i є 

розрiдженою. 

Розглянемо другий спосiб побудови кубiчного сплайну, в якому потрібно 

розв'язати СЛАР розмiрностi лише (n - 2) вiдносно других похiдних сплайну у 

внутрiшнiх вузлах таблицi [94 - 96]. 

Кубiчнi полiноми, що утворюють сплайн, шукатимемо у виглядi 

 

2 3

1, , ,i i i i i i i i i iS x a b x x c x x d x x x x x i=1,2,...n-1.   (3.40) 

 

з похідними сплайну 

2| 2 3i i i i i iS x b c x x d x x , 

|| 2 6i i i iS x c d x x . 
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Для знаходження коефіцієнтів ai, bi, ci, di запишемо, як i в попередньому 

випадку, умови інтерполяції та диференціювання: 

 

1 1, ,i i i i i iS x y S x y  I = 1, 2,..., n - 1, 

| | || ||

1 1 1 1 1 1, ,i i i i i i i iS x S x S x S x  i = 1,..., n - 2. 

 

Доповнивши одержані рівняння двома крайовими умовами у вигляді 

(3.39), знову одержимо систему з 4n-4 рiвнянь. Якщо виключити деякi невiдомi, 

то її можна спростити. Запишемо систему докладніше, позначивши 
1i i ih x x : 

 

        i ia y ,                                 i = 1,..., n - 1,                              (3.41) 

   
2 3

1i i i i i i i ia bh c h d h y , i = 1..., n - 1,                               (3.42) 

2

12 3i i i i i ib c h d h b ,         i = 1,…, n - 2,                             (3.43) 

12 6 2i i i ic d h c                   i = 1,…, n – 2,                            (3.44) 

1 0c ,                                                                                       (3.45) 

1 1 12 6 0n n nc d h .                                                                (3.46) 

 

Знайдемо із (3.44) та (3.46) величини di, dn-1 

 

1 12 2
, 1,..., 2

6 3

i i i i
i

i i

c c c c
d i n

h h
, 1

1

13

n
n

n

c
d

h
                (3.47) 

 

та підставимо di та ai  з (3.41) в (3.42) 

 

2 31
1  ,    1,..., 2

3

i i
i i i i i i i

i

c c
y b h c h h y i n

h
, 

2 31
1 1 1 1 1 1

13

n
n n n n n n n

n

c
y b h c h h y

h
. 
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З цих двох співвідношень знайдемо bi, bn-1 

 

1 1 2
,   1,..., 2

3

i i i i
i i

i

y y c c
b h i n

h
,                         (3.48) 

1
1 1 1

1

2

3

n n
n n n

n

y y
b c h

h
. 

 

Нарешті, в (3.43) підставляємо одержані вирази (3.47), (3.48) для bi та di, 

виражених через ci 

 

21 1 12
2 3

3 3

i i i i i i
i i i i

i i

y y c c c c
h c h h

h h
 

2 1 2 1
1

1

2
,   1,..., 3

3

i i i i
i

i

y y c c
h i n

h
, 

21 2 1 2 1 2
2 2 2 2

2 2

2
2 3

3 3

n n n n n n
n n n n

n n

y y c c c c
h c h h

h h
 

1
1 1

1

2

3

n n
n n

n

y y
c h

h
. 

 

В результаті одержуємо систему n - 2 рівнянь відносно величин 
ic  (i = 1,..., 

n - 1). Оскільки із (3.45) c1 = 0, то кількість невідомих збігається з кількістю 

рівнянь. Після нескладних перетворень система набирає вигляду: 

 

1 2 2 2 1

2 2 3 3 3 2

2 2 1 1 2

2( )

2( )

... ... ...

2( )n n n n n

h h h c

h h h h c

h h h c

,                   (3.49) 

де 2 1 1

1

3 i i i i
i

i i

y y y y

h h
. 
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Таким чином, для побудови сплайну у виглядi (3.40) необхiдно: 

- розв'язавши систему (3.49), знайти величини с2,…, сn-1. Взяти с1 = 0; 

- за формулами (3.47) обчислити d1,…, dn-1; 

- за формулами (3.48) обчислити b1,…, bn-1; 

- взяти i ia y , i = 1,..., n-1. 

Вiдмiтимо, що за коефiцiєнтами сплайну, побудованого у такому виглядi, 

можна легко оцiнити його похiднi у вузлах таблицi: 

 

( )
( ), ,   1,..., 1

2

i i
i i i i

S x
b S x c i n . 

 

3.5 Розв’язання систем нелійних алгебраїчних рівнянь на кожній ітерації  

      методом Ньютона  

 

Метод грунтується на апроксимації поведінки ( )f x  у точці початкового 

наближення x0 дотичною, перетин якої з віссю 0x дає перше наближення x1 і т.д. 

Важливою особливістю методу є те, що тут немає необхідності знаходити 

відрізок, на кінцях якого функція набуває протилежних знаків. Замість 

інтерполяції за двома значеннями метод Ньютона використовує екстраполяцію 

за допомогою дотичної у даній точці. На рис 3.3 зображено геометричну 

інтерпретацію методу. Прийнявши у якості початкового наближення до кореня 

x
*
 деяке значення x0 до осі 0x у точці його перетину з графіком функції 

( )y f x , для якої відшукується нуль, проводять дотичну до кривої. Точка 

перетину дотичної з віссю 0x дає нове наближення x1 до кореня [79]. Після 

цього процес повторюють для точки x1 і т.д. 
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Рис. 3.3. Геометрична інтерпретація методу Ньютона 

 

Далі отримаємо формулу методу Ньютона, яка буде безпосередньо 

застосовуватися для пошуку кореня. Рівняння дотичної в точці x0 – це рівняння 

прямої, що проходить через задану точку (x0, ( )f x ) і має кутовий коефіцієнт 

( )f x : 

 

0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x . 

 

У точці x1 перетину дотичної з віссю Ох величина y дорівнює нулю: 

 

0 0 0( ) ( )( )f x f x x x . 

 

Звідси отримуємо значення x1: 

 

0
1 0

0

( )

( )

f x
x x

f x
. 

 

У загальному випадку чергове наближення xk+1 виражається через 

попереднє наближення xk за формулою Ньютона: 
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1

( )

( )

k
k k

k

f x
x x

f x
.                                           (3.50) 

 

Порядок збіжності методу Ньютона дорівнює 2. Виграш за часом за 

рахунок швидкої квадратичної збіжності дещо зменшується через необхідність 

розрахунку крім ( )kf x  похідної '( )kf x  [79]. Перевагою методу є те, що він 

може бути розповсюджений на розв’язання систем нелійних алгебраїчних 

трансцендентних рівнянь (НАТР). 

Представимо усі n рівнянь системи НАТР у вигляді рядів Тейлора в околі 

точки M (x1,…, xn): 

1 1 1( ,..., ) ( ,..., )i n n i nf x x x x f x x
1

n
i

j

i j

складові

більшf
x

високогоx

порядку

. 

 

Потрібно відшукати таку сукупність приростів 
jx , щоб за відомою 

точкою М визначити точку N (x1 + Δx1,…, xn +Δ xn), яка співпадає з коренем. У 

цій точці ліві частини попереднього співвідношення повинні перетворюватись 

в нуль. Враховуючи це, а також нехтуючи членами більш високих порядків, 

отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 
jx , 

 

1
1

1

1

1

( ,..., ),

( ,..., ),

n

i n

i i

n
n

i n

i i

f
x f x x

x

f
x f x x

x

 

 

яку можна записати у вигляді 
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1 1 1

1 2

1 1

2 2 2
2 2

1 2

1 2

n

n

n n

n n n

n

f f f

x x x
x f

f f f
x f

x x x

x f
f f f

x x x

,                           (3.51) 

 

або в матричній формі 

 

( ) ( 1) ( )'
k k kF x F .                                       (3.52) 

 

Розв’язавши систему (3.51) ми не отримаємо точних значень приростів 

jx , які б привели до точного значення кореня вихідної системи, через те, що 

не були враховані складові більш високих порядків. 

Обравши деяке наближення 
(0) (0)

1( ,..., )nM x x , на першій ітерації формуємо 

СЛАР для системи (3.51). Розв’язавши її відносно приростів 
ix , отримаємо 

перше наближення (1) (0)

i i ix x x . Якщо усі 
ix  достатньо малі, ітераційний 

процес припиняється, а інакше на основі значень (1)

ix  виконується друга ітерація 

і т.д. 

 

3.6 Визначення чисельних залежностей між внутрішніми параметрами  

процесів електродифузійного переносу в фотоелектричних та 

електрохімічних перетворювачах з інтегральними параметрами 

системи 

 

Аналіз збурень та формування структур дає функції розподілу внутрішніх 

параметрів моделі, таких, як просторово-масовий розподіл концентрації 
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зарядів, показує, що їх складно застосувати для розрахунку фактичних 

інтегральних параметрів об’єкта-моделі або впливу процесу формування 

структур на ці інтегральні параметри.  

Типовий приклад результатів розрахунків просторового розподілу зарядів 

наведений на рис. 3.4 – 3.7. 

 

 

Рис. 3.4. Тривимірний графік початкового неоднорідного розподілу 

концентрації зарядів при нелінійній амбіполярній дифузії у 

плоскому шарі із початкового лінійного розподілу при 9 , 

0  у відносних координатах. Сітка приведена до рівномірної 
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Рис. 3.5. Графік проекції по координаті 
1
 проміжного розподілу 

концентрації зарядів при нелінійній амбіполярній дифузії у 

плоскому шарі при 9 , 0,3  

 

 
Рис. 3.6. Графік проекції по координаті 

1
 встановленого розподілу 

концентрації зарядів при нелінійній амбіполярній дифузії у 

плоскому шарі при 9 ,  
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Рис. 3.7. Тривимірний графік встановленого неоднорідного розподілу 

концентрації зарядів при нелінійній амбіполярній дифузії у 

плоскому шарі із початкового лінійного розподілу при 9 , 

 у відносних координатах. Сітка приведена до 

рівномірної 

 

У свою чергу на практиці необхідно встановити залежності, що зв’язують 

внутрішні параметри моделювання процесів об’єкта із інтегральними 

параметрами. 

Це можна зробити декількома способами. У випадку, якщо N N , це 

пов’язано з тим, що  

 

( ) 0D N N , 

 

тобто можна використати класичне і відоме в фізичній кінетиці наближення 

амбіполярної дифузії, яке в приведеній форми має вигляд: 
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( )
u

u F u .                                                             (3.53) 

 

Для рівняння (3.53) зв’язати внутрішні та зовнішні параметри можна 

наступним чином. Спочатку переводимо рівняння (3.53) до дивергентної 

форми: 

                                   ( )u u  

 

і тоді отримуємо 

( ) ( )
u

u F u .                                                  (3.54) 

 

Далі рівняння (2) домножимо на елемент об’єму dV , проінтегруємо по 

об’єму V  та розділимо на V  і, використавши теорему про дивергенцію, 

отримаємо наступне рівняння 

 

( )

,
ср V S

F u dV u dS
u

t V V
                                   (3.55) 

 

де uср = 
V

udV

V
 − середня по об’єму V  концентрація зарядів. 

У отриманому рівнянні (3.55) складова сумми по поверхні – потік, що 

піде в зовнішній ланцюг, який можна розрахувати за законами Кірхгофа – це 

або потік, який спрямований назовні, якщо наприклад об’єкт моделювання 

фотобатареї, або навпаки всередину, наприклад, якщо об’єкт акумулятор [97]. 

Проте слід враховувати, що у випадку використання наближення (3.53) 

втрачається складова збурень, так як для наближення амбіполярної дифузії 

дисперсійне рівняння має перший порядок 
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u u
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, 

 

а для початкового рівняння розподілу дисперсійне рівняння має вигляд 

 

                                   
2 0a b c . 

 

Також при наближенні (3.53) втрачається складова електричного поля E . 

Тому у випадку коли складову поля не можна виключати, можна скористатися 

іншим наближенням, виключивши із перших двох рівнянь системи (2.1) другий 

доданок ( )D N . В результаті отримаємо рівняння: 

 

( )
u

kuE F u , k – const.                            (3.56) 

 

Використовуючи теорему про дивергенцію, домножимо рівняння (3.56) 

на елемент об’єму dV , проінтегруємо по об’єму V  та розділимо на V : 

 

( ) ( )N

ср V S

F u dV ku E dS
u

t V V
,                           (3.57) 

 

де Nu  − розподіл заряду на поверхні, а складова E dS  – це величина, пов’язана 

з щільністю струму. 

Повернемося до розгляду першого та другого рівнянь системи (2.1) 

 

( ) ( ) ( , )
N

D N N E F N N
t

, 
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( ) ( ) ( , )
N

D N N E F N N
t

 

 

та представимо рівняння у наступному вигляді 

 

                              ( ) ( , )
N

D N N E F N N
t

, 

( ) ( , )
N

D N N E F N N
t

.                                (3.58) 

 

З урахуванням того, що 

 

D N N E , 

D N N E , 

 

де ,  − повні щільності струмів для заряджених частинок, приводимо 

систему (3.58) до вигляду 

 

                                      ( ) ( , )
N

F N N
t

, 

( ) ( , )
N

F N N
t

.                                          (3.59) 

 

Оскільки рівняння (3.59) приведені до дивергентної формі, то можна 

одразу застосувати теорему про дивергенцію. Домножимо рівняння системи 

(3.59) на елемент об’єму dV, проінтегруємо по об’єму V: 

 

                           
V V s

N dV F dV dS
t

, 
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V V s

N dV F dV dS
t

,                                                  (3.60) 

 

розділимо на V  та отримаємо: 

ср V s

F dV dS
N

t V V
, 

ср V s

F dV dS
N

t V V
, 

 

де 
срN ,

срN  − середні значення концентрації заряду зі знаками – та +. 

Інтеграли по замкненій поверхні S  

 

s

dS I , 

s

dS I , 

де I , I  − струми на поверхні об’єкту дослідження. 

Таким чином, можна інтегрально оцінити різницю між іонізацією та 

рекомбінацією, а також розрахунково зв’язати загальний інтегральний 

параметр(електричний струм) з внутрішніми розподілом зарядів, а також вплив 

збурень на інтегральні параметри системи. 

 

3.7 Визначення усередненої температури фотоелектричних батарей 

 

З фундаментальних робіт в галузі фізичних властивостей 

напівпровідників та електролітів відомо, що їх фізичні властивості(коефіціенти 

дифузії та рухливості носіїв, а також такі параметри, як коефіціенти іонізації та 

рекомбінації носіїв) суттєво залежать від температури. 
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У випадку фотоелектричних та електрохімічних перетворювачів енергії 

температурний режим цих пристроїв залежить як від внутрішніх джерел 

тепловиділення, так і в значній мірі залежить від зовнішніх умов( інтенсивності 

сонячної радіації, температури оточуючого середовища, умов теплообміну 

фотобатарей та електрохімічних акумуляторів із зовнішнім середовищем тощо). 

Оскільки в даній роботі при моделюванні процесів переносу зарядів було 

покладено припущення про незалежність базових фізичних параметрів 

переносу від температури, то була виконана серія натурних експериментальних 

досліджень на промислових фотобатареях БС – 1 виробництва ТОВ ”Квазар”. 

Було встановлено [98 - 101], що влітку, навіть за несприятливих погодних 

умов (велика хмарність) та при неоптимальній (вертикальній) орієнтації 

сонячних батарей, температура внутрішньої поверхні їх ФЕПів може зростати 

до 60 ºС і більше. У результаті експериментальних досліджень при 

вимірювання температури поверхні кожного ФЕПа було встановлено, що навіть 

за погодних умов, коли батареї знаходяться в тіні, температура їх поверхні 

більша на 5-6 градусів від стандартної (25 ºС). Ще більше відхилення від 

стандартної температури мають ФЕП при опроміненні сонцем. Так, під час 

експерименту, для окремих перетворювачів батареї № 1 воно становило понад 

31 градус , а для ФЕП батареї № 2 – понад 28 градусів. За таких умов необхідно 

визначати зміну середньооб’ємної температури та значення встановленої 

температури ФЕП для визначення залежності електрофізичних параметрів 

переносу зарядів від температура  вибору раціональних умов відбору тепла для 

пониження температури фотоелектричної батареї з метою підвищення 

коефіцієнта корисної дії перетворення енергії. 

На рис. 3.8 показані криві зміни середньоарифметичної температури 

горизонтальних рядів ФЕП сонячних батарей, побудовані за даними 

експериментальних досліджень.  
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Рис. 3.8. Середньоарифметична температура поверхні ФЕПів  

          горизонтальних рядів сонячних батарей (зверху – вниз): 

1 – батарея №1(тінь); 

2 – батарея №2 (сонце); 

3 – батарея №2. 

 

Як видно, у випадку перебування ФЕП у тінявій стороні (крива 1) різниця 

температур верхньої та нижньої частин батареї не більша 1 ºС, а при освітленні 

сонячними променями – вона може бути суттєвою: від 5 (крива 3) до 11 

градусів (крива 2). 

Температурне поле внутрішньої поверхні батарей є нерівномірним, 

особливо по висоті батареї. Певна відмінність температур поруч розташованих 

ФЕПів (рис. 3.9) очевидно пов’язана з різницею їх загальних контактних 

термічних опорів.  

Відомо, що при температурі 40-45 ºС потужність сонячної батареї 

знижується на 15-17 %. Тому застосування охолодження сонячних батарей не 

тільки підвищує їх електричну продуктивність, а й може слугувати джерелом 

отримання значної кількості теплової енергії. Для розрахунку ж теплової 

потужності сонячної батареї необхідна інформація про зміни в часі 

усереднених температур їх поверхонь, визначення яких, як правило, 

проводиться експериментальним шляхом або можна отримати аналітичними 

методами. 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

55 

60 

0 5 10 15 20 25 30 35 Ряд ФЕП 

t cp ,  
o 
C 

2 

3 

1 



119 

 

 

Рис. 3.9. Температурне поле внутрішньої поверхні ФЕП сонячної батареї  

  БС-1 за погодних умов 20.07.2014 з 10
45

 до 11
20

 години (сонячна 

  сторона, ясно) при Uxx  в межах 14,53…14,55 B 

 

Запропонований в роботі метод аналітичного розрахунку усередненої 

температури батареї ґрунтується на застосуванні теореми про дивергенцію для 

рівняння нестаціонарної теплопровідності з об’ємним тепловиділенням: 

 

qT
T

c p ,                                                 (3.61) 

 

де  – оператор дивергенції; T – градієнт температури Т у 

фотоелектроперетворювачі; ρ, ср, λ – відповідно густина, питома ізобарна 

теплоємність і коефіцієнт теплопровідності ФЕП; τ – час; qυ – густина 

об’ємного омічного тепловиділення внаслідок перетворення сонячного 

опромінення. 

Для вибраної частоти сонячного випромінювання υ величина qυ може 

бути представлена через дивергенцію вектора Умова-Пойнтінга П  [102, 103]: 

 

45

50

55

60

65

0 5 10 15 20 25 30 35Ряд

t, 
o
C

1г 2г 3г 4г 5г 6г 7г



120 

 

прq Е П ,                                                  (3.62) 

 

де пр  – відповідно густина струму провідності; E  – вектор напруженості 

електричного поля для характерної частоти сонячного випромінювання. 

Тому рівняння (3.61) може бути приведено до дивергентної форми, згідно 

з якою для довільного об’єму V, обмеженого замкненою поверхнею S, і для 

довільної векторної функції F


виконується умова:  

 

vS

dVFSdF )(


.                                              (3.63) 

 

де || SdnSd


 – вектор елементарної площини, спрямований убік одиничної 

нормалі n
  до поверхні S. 

Отже, наступним множенням рівняння (3.61) на dV та інтегруванням по 

об’єму V, обмеженому замкненою поверхнею S, застосування теореми про 

дивергенцію приводить рівняння (3.61) до наступного звичайного 

диференційного рівняння для середньої за об’ємом V температури 
V

TdVVT 1
_

cp  

при ρср – const: 

,
V

Q

V

Q

d

dT
c

cp

p                                                     (3.64) 

 

де SdПQ
S

 – інтегральна густина потужності сонячного випромінювання, 

що падає по нормалі до поверхні S; SdqQ
S

, Q- – густина потужності 

теплової енергії, що відводиться від поверхні батареї ФЕП за рахунок 

природного або вимушеного охолодження, а також теплового випромінювання, 

а q  – густина теплового потоку в фотоперетворювачах поблизу їх поверхні S. 
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Після інтегрування рівняння (3.64) можна визначити характер зміни 

середньооб’ємної температури при збільшенні та зменшенні густини енергії 

сонячного випромінювання протягом дня, а також значення встановленої 

температури Тср за умови QQ  (при 0
d

dTcp
). 

Використання умов балансу QQ , яке залежить від усередненої 

температури поверхні ФЕП, тотожної з середньою за об’ємом температурою 

ФЕП, надає також можливість за заданої температури довкілля 

(охолоджуючого середовища) вибрати раціональні умови відбору тепла для 

пониження температури фотоелектричної батареї з метою підвищення 

коефіцієнта корисної дії перетворення енергії [101, 103], а також врахувати 

температурний вплив на електрофізичні властивості матеріалу ФЕП при 

проведенні чисельних експериментів. 

Крім того, враховуючи ту обставину, що з ростом температури поверхні 

фотобатареї інтенсивність конвективного і радіаційного тепловідводу Q  в 

довкілля збільшується, то при constQ , швидкість зростання температури Тср 

в часі зменшується з відповідним зменшенням температурних напруг внаслідок 

нестаціонарності температури. 

Аналогічний по суті метод може бути реалізований і при аналізі зміни 

усередненої температури електрохімічних акумуляторів, як в режимах їх 

заряду, так і в режимах розряду. 

 

3.8 Висновки до розділу 

 

1. Для розв’язання диференціальних рівнянь у часткових похідних з 

дифузією і переносом при дослідженні процесів переносу заряду в 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах з нелінійними 

параметрами розроблено адаптивний чисельний алгоритм із повністю 

нерівномірною сіткою, який дає змогу зменшити розмірність розв’язуваних 

систем алгебраїчних рівнянь та час розв’язання задачі, що дозволяє повноцінно 
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враховувати особливості поведінки невідомої функції та звести затрати 

машинного часу при виконанні багатоваріантних чисельних експериментів до 

мінімуму. 

2. Алгоритм розв’язування двовимірного рівняння дифузії методом 

змінних напрямків з повністю нерівномірною сіткою, при якому побудова 

повністю нерівномірної сітки виконується незалежно по кожному 

координатному напрямку, забезпечує високий рівень точності обчислення за 

обраною різницевою схемою. 

3. Моделювання процесів переносу заряду в фотоелектричних та 

електрохімічних перетворювачах із використанням розробленого адаптивного 

чисельного алгоритму підвищує якість виконання багатоваріантних чисельних 

експериментів та значно скорочує витрати часу для одержання результатів з 

наперед заданою точністю. 

4. Встановлено аналітичні залежності, що зв’язують внутрішній параметр 

об’єкта (функцію розподілу заряджених частинок) із інтегральними 

параметрами (електричний струм), а також вплив збурень на інтегральні 

параметри системи. 

5. На основі використання теореми про дивергенцію розроблено метод 

розрахунку середньої температури фотоелектричних батарей з метою  

визначення її зміни в часі, який дозволяє обґрунтувати можливість 

застосування в чисельних експериментах по розрахунку просторового 

розподілу зарядів наближення постійності електрофізичних параметрів 

процесів електромасопереносу, що підтверджено натурними експериментами. 
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РОЗДІЛ 4 

ПРОГРАМНА РЕАЛІЗАЦІЯ ТЕХНОЛОГІЇ ВИКОНАННЯ ЧИСЕЛЬНИХ 

ЕКСПЕРИМЕНТІВ ПО АНАЛІЗУ ПРОСТОРОВО-ЧАСОВОГО 

РОЗПОДІЛУ ЗАРЯДІВ В ФОТОЕЛЕКТРИЧНИХ ТА 

ЕЛЕКТРОХІМІЧНИХ ПЕРЕТВОРЮВАЧАХ ЕНЕРГІЇ 

 

Для практичної реалізації технології проведення чисельних 

експериментів для параметрів процесів переносу зарядів в фотоелектричних та 

електрохімічних перетворювачах енергії розроблено програмний продукт, 

особливістю якого є застосування адаптивного чисельного алгоритму з 

повністю нерівномірними сітками, що дає змогу суттєво економити 

обчислювальні ресурси і зменшити витрати часу. 

 

4.1 Засоби програмної реалізації 

 

Програмний продукт, створений з орієнтацією на роботу в операційній 

системі сімейства Microsoft Windows у середовищі програмування Microsoft 

Visual Studio 2008 на мові C++, надає повні можливості для створення 

математичної розрахункової програмної частини, а також має великий 

інструментарій компонентів для візуалізації даних, отриманих в результаті 

проведених розрахунків. 

Реалізація поставленої задачі моделювання вимагає проектування і 

реалізації алгоритму дуже високої складності, як з точки зору багатьох етапів 

виконання розрахунків, їх розгалуженості, так і з точки зору великих об’ємів 

обчислень. Окрім цього, створена система повинна піддаватися адекватному 

тестуванню на різних етапах розробки. Найкращим підходом у перерахованих 

умовах є використання об’єктно-орієнтованого програмування (ООП) [105, 

107]. 

Основним блоком системи є розрахункова частина, у якій проводяться усі 

розрахунки. На вихід цей блок подає проміжні та остаточні результати 
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розрахунків моделі, дані про перебіг розрахунків і параметри роботи 

адаптивного алгоритму [108]. Отримані числові результати надалі можна 

візуалізувати. 

Загальна схема програмного забезпечення показана на рисунку 4.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.1 Загальна схема програмного забезпечення 

 

4.2 Структура програмної системи 

 

Об’єктно-орієнтоване програмування, вибране для реалізації програмного 

продукту, включає в себе ряд базових понять, першим із яких є інкапсуляція 

даних – механізм, який об’єднує дані і код, що маніпулює з цими даними, а 

також здійснює захист від неправильного використання або зовнішнього 

втручання [109, 110]. 

В ООП дані і код можуть об’єднуватись разом в так званий «чорний 

ящик» при створенні об’єкту. Всередині об’єкту дані і код можуть бути 

закритими і відкритими. Закриті коди, або дані, є доступними тільки для інших 

Розрахункова частина 

Проведення розрахунку 

Параметри модельного 

процесу 

Параметри методу 

розрахунку 

Візуалізація результатів розрахунку і параметрів перебігу процесу 

розрахунку 
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частин того ж об’єкту і, відповідно, недоступні для частин програми, існуючих 

поза об’єктом [111]. 

Відкриті коди, або дані, є доступними для всіх частин програми, в тому 

числі і для інших частин того ж об’єкту. 

Наприклад, у такій структурі зберігання інформації як «стек» 

користувачу потрібно виконання ряду операцій: push(), top(), empty(), pop(), 

reset(), full(). Внутрішня реалізація (адреси блоків пам’яті, значення регістрів 

процесора, імена масивів тощо) користувачу не потрібна, тобто вона повинна 

бути від нього закрита. Оскільки користувачу необхідні тільки певні вказані 

операції, він повинен отримувати у своє розпорядження набір методів для їх 

виконання. Об’єктом програмування у даному випадку є структура зберігання 

інформації типу «стек». Відповідно, внутрішня організація об’єкту «стек» 

повинна бути недоступна для користувача, тобто можливі спроби звернення 

безпосередньо до елементів, які забезпечують функціонування структури 

збереження даних, повинні бути закритими – у даному випадку надається 

повідомлення «помилка», тоді як виклик методів є загальнодоступним і 

повинен приводити до виконання заявленої дії [112]. 

Другим за значимістю поняттям є наслідування. Новий, або похідний 

клас, може бути визначений на основі базового класу. При цьому новий клас 

зберігає всі властивості старого: дані об’єкту базового класу включаються в 

дані об’єкту похідного, а методи базового класу можуть бути викликані для 

об’єкту похідного класу, причому вони будуть виконуватись над даними 

включеного в нього об’єкту базового класу. Тобто, новий клас наслідує і дані 

старого класу, і методи їх обробки. У випадку наслідування даних і методів 

одного базового класу це є одиничним наслідуванням, а у випадку наслідування 

властивостей від кількох базових класів – множинним наслідуванням [113].  

Третім за значимістю поняттям є поліморфізм – властивість, яка дозволяє 

використовувати один і той же ідентифікатор для розв’язку двох та більше 

схожих, але технічно різних задач [114]. 
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Для поставленої задачі в першу чергу актуальною є інкапсуляція даних та 

методів, що дозволяє чітко організувати структуру роботи з даними, розподіл 

пам’яті та розподіл обчислювальних ресурсів при застосуванні чисельних 

методів [115, 116], що оперують цими даними, у межах основного програмного 

циклу реалізованому у основному класі calcdiff (рис. 4.2). 

 

 

 

Рис. 4.2 Основний клас програми 

 

Програмні класи для збереження масивів вхідних, проміжних та 

результуючих даних було створено окремо. Основною вимогою до цих об’єктів 

була інкапсуляція масивів даних статичної довжини та базові функції їх 

ініціалізації початковими даними, очищення та забезпечення безпосереднього 

копіювання та присвоєння данних між об’єктами. З огляду на ці вимоги, 

ефективнішим було створити власну конструкцію цих класів, аніж 

використовувати засоби стандартної бібліотеки, де було б задіяно багато зайвої 

функціональності, що в свою чергу призвело б до значного збільшення розміру 

необхідної пам’яті для об’єктів зберігання даних та вплинуло б на швидкість 

розрахунків [115, 116]. 

Під час програмної реалізації поставленої задачі виникає необхідність 

оперувати з одновимірними(далі – вектор, vect) та двовимірними (надалі – 

матриця, matr) масивами даних (рис. 4.3, 4.4). 

Основними вимогами до цих класів є: 

- зберігання масиву данних фіксованих розмірів; 

- початкова ініціалізація масиву даних нулями; 
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- наявність конструктора копіювання даних, щоб уникнути реплікації  

програмного коду при копіюванні значень із об’єкту в об’єкт. 

 

 

Рис 4.3. Клас для роботи з одновимірними масивами даних 

 

 

Рис. 4.4. Клас для роботи з двовимірними масивами даних 

 

Виходячи із описаних вимог класи зберігання масивів даних матимуть 

представлений нижче вигляд. 

Для вектору: 

class vect{ 

public: 

 long double item[PN]; 

 vect(); 

 vect(const vect &); 

}; 

для матриці: 

class matr{ 



128 

 

public: 

 long double item[PN][PN]; 

 matr(); 

 matr(const matr &); 

}. 

Основний клас calcdiff буде знаходитися у відношенні агрегації до класів 

vect та matr, тобто до нього, як поля, входять об’єкти цих двох класів [117]. А 

також клас calcdiff інкапсулює усі методи потрібні для організації ітераційного 

процесу адаптивного чисельного алгоритму [118], як основи обчислювального 

процесу, а також усі методи, що застосовуються на конкретних етапах 

алгоритму (рис. 4.5). 

 

Рис. 4.5 Методи основного класу програми 
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Програмне об’явлення класу calcdiff матиме наступний вигляд: 

class calcdiff{ 

private: 

 matr U_k;// U on k layer 

  

 matr U_n;// U on k+1 layer counted with Hx,Hy, Tau steps 

 

 matr U_t_2;// U on k+1/2 (tau/2) layer - first halfstep 

 matr U_t;// U on k+1 layer - second halfstep from k+1/2 to k+1 

 

 matr U_h1;// U on k+1 counted with twice smaller Hx steps  

 matr U_h2;// U on k+1 counted with twice smaller Hy steps  

 

 //Points 

 vect X;//Points on OX axis 

 vect Y;//Points on OY axis 

 

 vect Xn;//Points on OX axis - new net 

 vect Yn;//Points on OY axis - new net 

 

 vect Hx;//Points on OX axis - new net 

 vect Hy;//Points on OY axis - new net 

 

 //time variables 

 double time;//time value for current layer of function 

 double tau;//current time step 

 double t_end;//aim time of calculation 

 

 int Nx,Ny;//Number of nodes on 0X and 0Y axis 

 



130 

 

 //Calculation zone size 

 double Xz; 

 double Yz; 

 

 long double H_min,H_max; 

 

 double V1,V2,Fi; 

 double Eps; 

 double StCor;//coef step correction 

 int NIterCount;//Max number of iterations for Newton method 

 double NEps;//Eps for Newton method 

 

 matr *c_x_par; 

 matr *d_x_par; 

 matr *b_x_par; 

 matr *a_x_par; 

 

 matr *c_y_par; 

 matr *d_y_par; 

 matr *b_y_par; 

 matr *a_y_par; 

 

public: 

short int count_next_value(matr *,vect *x_p,vect *y_p,vect *h_x,vect 

*h_y,double T,double T_step,int n_x,int n_y,matr *); 

 

 short int count_next_layer(double &Alpha,vect *beta,vect *gamma); 

 short int fill_newt_matrix_x(vect *input,matr *,vect *, int size); 

 short int fill_newt_matrix_y(vect *input,matr *,vect *, int size); 
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short int spline_matr(unsigned short int mode,matr *u_base,vect *x_base,vect 

*y_base,vect *h_x_b,vect *h_y_b,short int n_x_b,short int n_y_b, vect 

*x_new,vect *y_new,vect *h_x_n,vect *h_y_n,short int n_x_n,short int 

n_y_n,matr *u_new); 

 

short int approx_func_x_2(vect *x_b,vect *h_x,short int n_x_b,short int 

n_y_b,matr *u_b,vect *x_n,vect *h_x_n,short int n_n,matr *u); 

 

short int approx_func_y_2(vect *y_b,vect *h_y,short int n_x_b,short int 

n_y_b,matr *u_b,vect *y_n,vect *h_y_n,short int n_n,matr *u); 

 

short int approx_new_layer(matr *u_base,vect *x_base,vect *y_base,vect 

*h_x_b,vect *h_y_b,short int n_x_b,short int n_y_b, vect *x_new,vect 

*y_new,vect *h_x_n,vect *h_y_n,short int n_x_n,short int n_y_n,matr 

*u_new); 

 

short int newton_step1(matr *input,vect *var,int size,int line_n,vect *h_x,vect 

*h_y,double T_step,double BorderX_0,double BorderX_end); 

 

short int newton_step2(matr *input,vect *var,int size,int line_n,vect *h_x,vect 

*h_y,double T_step,double BorderY_0,double BorderY_end); 

  

 double h_dop(double x,vect *x_k,int n_x,vect *h,vect *beta); 

short int form_net(vect *beta,vect *x,vect *h,int n_x,vect *x_n,vect *h_n,int 

&n); 

 

 calcdiff();//empty 

 short int solve_matrix(matr *mt,vect *bt,vect *varvect,int size); 

 short int init_variables(double x,double y);//set initial values 

 short int Calc();//main calculation cycle of diff equation 
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 long double borderX_0(double y,double t); 

 long double borderX_end(double y,double t); 

 long double borderY_0(double x,double t); 

 long double borderY_end(double x,double t); 

 long double borderT_0(double x,double y); 

 short int count_steps(); 

 ~calcdiff(); 

}. 

Перелік основних методів адаптивного алгоритму, реалізованих у класі 

calcdiff наступний: 

- метод Calc() – реалізує ініціалізацію усіх задіяних змінних, основний 

цикл роботи адаптивного алгоритму до досягнення кінцевого модельного 

часу та збереження усіх результуючих та проміжних параметрів; 

- метод count_next_value – реалізує перехід на наступний часовий крок із 

заданими параметрами у два етапи методом змінних напрямків; 

- count_next_layer – реалізує одну ітерацію адаптивного алгоритму, тобто 

проводиться серія переходів на наступний часовий крок з різними 

параметрами кроків просторової сітки та кроку по часу, з подальшим 

отриманням значень функції на новому часовому шарі з наперед заданою 

точністю та нової опорної повністю нерівномірної сітки, у випадку 

прийняття результатів; або отримання повідомлення про відмову у 

випадку перевищення допустимої похибки і повторний запуск методу, 

але з ущільненими параметрами сітки і кроку по часу; 

- метод spline_matr – проводить апроксимацію цільової функції для заданої 

просторової сітки кубічними сплайнами і зберігає коофіціенти сплайнів 

для подальшого використання при розрахунках переходу на новий 

часовий шар з різними просторовими кроками. Працює у різних режимах, 

можна отримати коофіціенти сплайнів не тільки для усієї сітки, а й для 

кожного просторового напрямку окремо, для економії розрахункових 

ресурсів; 
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- методи approx_func_x_2, approx_func_y_2 розраховують значення 

цільової функції у вузлах просторової сітки ущільненої по напрямку 0х та 

0у відповідно, використовуючи масиви коофіціентів апроксимації для 

опорної сітки; 

- метод approx_new_layer – розраховує значення цільової функції у вузлах 

просторової сітки з уточненимни кроками для нового часового кроку або 

для даного часового кроку у випадку перевищення похибки; 

- методи newton_step1, newton_step2 – реалізують метод Ньютона для 

розв’язання системи нелінійних алгебраїчних трансцендентних рівнянь 

для першого і другого етапу методу змінних напрямків відповідно; 

- solve_matrix – знаходить розв’язок тридіагональної системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь заданої розмірності модифікованим методом Гауса. 

Після відпрацювання розрахункового модуля всі результати розрахунків 

та параметри перебігу процесу зберігаються у вигляді файлів та передаються у 

модуль візуалізації, що дозволяє переглядати результати у табличному чи 

графічному вигляді. 

 

4.3 Порядок роботи користувача з програмним продуктом 

 

Оскільки програма складається з одного виконавчого файлу, то її 

інсталяція полягає власне у копіюванні цього одного файлу на жорсткий диск 

комп’ютера. 

У зв’язку з розрахунковим характером розв’язуваної програмою задачі, 

найвідчутніше  швидкість роботи програми залежить від тактової частоти 

процесора і від розміру оперативної пам’яті, через необхідність на протязі 

работи програми зберігати і оперувати великою кількістю розрахункових даних 

у вигляді одно- та двовимірних масивів. Нижче викладено мінімальні системні 

вимоги до комп’ютера, які уможливлюють коректне функціонування програми.   

− операційна система Windows, починаючи з Windows 9Х і подальші версії; 

− процесор – AMD або Pentium з тактовою частотою 600МГц і вище; 
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− оперативна пам’ять – від 512 Mb. 

Нижче подано будову інтерфейсу програмного продукту, а також робота 

з ним користувача. 

Головне вікно програми (рис. 4.6) дозволяє задавати параметри методу 

змінних напрямків: початковий, мінімальний та максимальний кроки по часу, 

кінцевий час; початкові, мінімальні та максимальні розміри просторових 

кроків, допустиму похибку розрахунку, допустимі коефіцієнти зміни часового 

та просторового кроків; змінювати фізичні параметри математичної моделі 

процесу;  проводити розрахунок у різних режимах (з повністю нерівномірною 

або рівномірною сіткою). Інші елементи головного вікна використовуються для 

відображення характеристик проведеного розрахунку і власне його результатів. 

 

 

 

Рис. 4.6. Головне вікно програми 
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Меню головного вікна надає можливість проводити перегляд і аналіз усіх 

отриманих результатів розрахунків як у табличній, так і у графічній формах, а 

також параметрів перебігу процесу розрахунку [119]. 

Нижче наведено перелік кнопок та їх функцій. 

Кнопка „Start” на панелі „Тестові розрахунки” – по її натисненню 

виконується розрахунок концентрації електричних заряджених частинок у 

розрахунковій області із заданими на головній формі параметрами. 

Кнопка „Start” на панелі „Еталонні розрахунки” – по її натисненню 

виконується розрахунок концентрації електричних заряджених частинок у 

розрахунковій області із заданими постійними часовими і просторовими 

кроками, із заданими на головній формі параметрами для використання у 

подальших розрахунках як точного значення. 

Пункт меню „Таблиці” дозволяє переглядати нижчевикладений перелік 

таблиць результуючих параметрів проведеного розрахунку. 

Таблиця значення функції по часових шарах представлена на рис. 4.7. 

 

Рис. 4.7. Таблиця значення функції по часових шарах 
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Таблиця характеристики процесу розрахунку з усіма основними 

характеристиками процесу для всіх часових кроків представлена на рис. 4.8.  

 

 

 

Рис. 4.8. Таблиця характеристики процесу розрахунку 

 

Пункт меню „Графіки” дозволяє переглядати нижчевикладений перелік 

графіків результуючих параметрів проведеного розрахунку. 

Характерний тривимірний графік розв’язку з можливістю обертання 

представлений на рис. 4.9 та рис.4.10. 
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Рис. 4.9 Тривимірний графік розв’язку 

 

 

Рис. 4.10. Тривимірний графік встановленого неоднорідного розподілу 

концентрації зарядів при нелінійній амбіполярній дифузії у 

плоскому шарі із початкового лінійного розподілу при 9 , 

 у відносних координатах. Сітка приведена до 

рівномірної 
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Двовимірний графік розв’язку з можливістю робити зрізи по 

координатних і часових шарах представлений на рис. 4.11. 

 

 

Рис. 4.11. Двовимірний графік розв’язку 

 

Графік залежності контрольованої похибки від часу представлений  на 

рис. 4.12. 

 

 

 

Рис. 4.12. Графік залежності контрольованої похибки від часу 
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Графік залежності кількості точок від часу представлений  на рис. 4.13. 

 

 

 

Рис. 4.13. Графік залежності кількості точок від часу 

 

Графік зміни просторових кроків із часом  представлений  на рис. 4.14. 

 

 
 

Рис. 4.14. Графік зміни просторових кроків із часом 
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Типове графічне представлення розрахункової області з повністю 

нерівномірною сіткою представлено на рис. 4.15. 

 

 

 

Рис. 4.15. Графічне представлення розрахункової області 

 

За допомогою вище перерахованих засобів інтерфейсу програмного 

продукту можна задавати всі необхідні вихідні дані для розрахунки і 

переглядати всі проміжні і результуючі параметри розрахункового процесу, що 

є суттєвою перевогою технології чисельного експерименту у співставленні з 

технологіями виконання технічних експериментів на натурних об’єктах або їх 

фізичних моделях. 

 

4.5 Результати моделювання 

 

Програма надає можливість з високою швидкістю і бажаним рівнем 

точності моделювати процеси переносу зарядів у фотоелектричних та 

електрохімічних перетворювачах енергії, які описуються нелінійними 

диференціальними рівняннями у часткових похідних, що не підлягають 

аналітичному розв’язанню [120, 121]. Користувач має змогу отримати в 
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табличному вигляді значення концентрації носіїв заряду в бажаній точці 

розрахункової області на кожному з часових шарів (рис. 4.16). 

 

 

 

Рис. 4.16. Таблиця значень функції по часових шарах 

 

Також користувач має змогу візуально оцінити перебіг процесу, що 

моделюється, з плином змодельованого часового інтервалу, за допомогою 

тривимірного графіку (рис. 4.17 – 4.19). 

 

 

 

Рис. 4.17. Тривимірний графік процесу 
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Рис. 4.18. Тривимірний графік початкового неоднорідного розподілу 

концентрації зарядів при нелінійній амбіполярній дифузії у 

плоскому шарі із початкового лінійного розподілу при 0  

у відносних координатах. Сітка приведена до рівномірної 

 
 

Рис. 4.19. Тривимірний графік встановленого неоднорідного розподілу 

концентрації зарядів при нелінійній амбіполярній дифузії у 

плоскому шарі із початкового лінійного розподілу при 

 у відносних координатах. Сітка приведена до 

рівномірної 
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Двовимірний графік розв’язку з можливістю робити зрізи по 

координатних і часових шарах представлений на рис. 4.20 – 4.21. 

 
 

Рис. 4.20. Графік проекції по координаті 
1
 проміжного розподілу 

концентрації зарядів при нелінійній амбіполярній дифузії у 

плоскому шарі при 0,28  

 

 

 

Рис. 4.21. Графік проекції по координаті 
1
 встановленого розподілу 

концентрації зарядів при нелінійній амбіполярній дифузії у 

плоскому шарі при  
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Параметри роботи адаптивного алгоритму із повністю нерівномірною 

сіткою надані в таблиці 4.1. Як видно, точний розв’язок для порівняння 

замінюється розв’язком задачі з постійним просторовим кроком із дуже 

маленьким значенням кроку і, відповідно, дуже малою похибкою. Цей 

розв’язок називається еталонним і використовується для оцінки точності 

алгоритму. 

Таблиця 4.1 

Параметри роботи адаптивного алгоритму із повністю 

нерівномірною сіткою 

Допустима 

локальна 

абсолютна 

похибка 

Кількість 

кроків  

по часу 

(прийнятих/ 

відмов) 

Час 

розра-

хунку, 

сек 

Трудо-

місткість,  

k

k

n  

Максимальна 

відносна різниця 

між еталонним 

 та наближеним 

розв’язками, % 

Максимальна 

абсолютна різ-

ниця між 

еталонним та 

наближеним 

розв’язками 

0,1 15/0 2 8100 2,1 0,001 

0,01 17/0 2 9020 1,9 0,0007 

0,001 30/0 7 37020 0,16 0,00023 

0,0001 175/4 105 2900100 0,15 0,00012 

 

Якщо порівняти результати розрахунку задачі з використанням 

адаптивного алгоритму методом змінних напрямків із повністю нерівномірною 

сіткою із результатами розрахунку методом з фіксованими кроками, то видно, 

що швидкість роботи адаптивного алгоритму із повністю нерівномірною сіткою 

в середньому у 9 разів вища, ніж у алгоритму з фіксованою сіткою (таблиця 

4.2). 

Скорочення машинного часу при цьому менше, ніж зменшення сумарної 

кількості арифметичних операцій на розв’язування системи нелінійних 

алгебраїчних рівнянь, оскільки в алгоритмах зі змінною сіткою необхідні 

додаткові операції на апроксимацію функції при трансформації сітки та 
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кількаразовий перехід з k-го на k + 1 часовий шар із різними значеннями 

просторових і часових кроків. 

 

Таблиця 4.2 

Порівняння ефективності розрахунку задачі методом змінних 

напрямків з фіксованою та повністю нерівномірною сітками 

Максимальна відносна 

різниця між точним та 

наближеним 

розв’язками, % 

Час розрахунку (трудомісткість), сек Коефіцієнт 

зменшення часу 

розрахунку 

(трудомісткості) 

З фіксованим 

кроком 

З повністю 

нерівномірною 

сіткою 

5 3(19260) 

(n = 17, τ = 0,1) 

1(3210) 

(едоп = 0,06) 

3(6) 

1 27(487560) 

(n = 25, τ = 0,01) 

3(14340) 

(едоп = 0,006) 

9(34) 

0,2 48(1979700) 

(n = 50, τ = 0,01) 

4(32995) 

(едоп = 0,0012) 

12(60) 

 

 

4.5 Висновки до розділу  

 

1. Розроблений адаптивний алгоритм для практичної реалізації виконання 

чисельних експериментів із повністю нерівномірною сіткою дозволяє 

оптимізувати проведення розрахунків, збільшити ефективність розрахунку 

задачі при тій же точності, що і при застосуванні алгоритму з рівномірними 

сітками. Застосування програмної реалізації адаптивного чисельного алгоритму 

із повністю нерівномірною сіткою забезпечує можливість отримання значення 

концентрації носіїв заряду в бажаній точці розрахункової області на кожному з 

часових шарів у вигляді табличних даних та у графічному зображенні. 
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2. Розроблене програмне забезпечення дає можливість із високою 

швидкістю та бажаним рівнем точності моделювати процеси переносу зарядів 

енергії у фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії, які 

описуються двовимірними нелінійними диференціальними рівняннями у 

часткових похідних, що не підлягають на даний час аналітичному розв’язанню. 

3. Створений програмний продукт для моделювання процесів переносу 

зарядів в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах забезпечує 

введення усіх необхідних вихідних даних і надає можливість отримання 

проміжних та результуючих параметрів розрахункового процесу із 

візуалізацією даних у вигляді табличних даних та графічного матеріалу. 

4. Використання розробленого програмного забезпечення значно 

підвищує якість виконання досліджень щодо отримання інформації про 

розподіл заряджених частинок у фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачах енергії і скорочує кількість часу, необхідну на їх проведення. 
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ВИСНОВКИ 

 

У дисертаційній роботі на основі синергетичної методології аналізу 

стійкості процесів переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачах енергії, розробки адаптивного алгоритму виконання чисельних 

експериментів та програмного забезпечення для моделювання нелінійних 

процесів переносу зарядів в фотоелектричних і електрохімічних 

перетворювачах енергії вирішено наукове завдання щодо створення 

комбінованого методу чисельно-аналітичного аналізу нелінійних процесів 

переносу зарядів в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах 

енергії, які визначають їх інтегральні електричні, теплові та енергетичні 

характеристики. 

Відповідно до поставленої мети в дисертації отримано наступні наукові 

та практичні результати: 

1. На основі синергетичної теорії аналізу стійкості процесу переносу 

позитивних та негативних зарядів в фотоелектричних та електрохімічних 

перетворювачах енергії встановлено, що у загальному випадку дисперсійне 

рівняння для частоти малих збурень концентрації має другий порядок з 

комплексними коефіцієнтами. Це призводить до експоненціально-

синусоїдальної зміни збурень концентрації зарядів і, відповідно, до 

напруженості локальних електричних полів, струмів та омічного 

тепловиділення в часі із виходом на автоколивальні режими, які безпосередньо 

впливають на деградацію фізичних характеристик, що визначають ресурс та 

надійність функціонування обладнання. 

2. Доведено, на основі аналізу експериментальних результатів зміни 

температури промислових фотобатарей в часі, що темпи зростання температури 

фотоперетворювачів у часі значно перевищують характерний час розвитку 

електродифузійних нестійкостей. Це дало можливість обґрунтувати 

застосування для аналізу стійкості відомого в фізичній кінетиці наближення 

амбіполярної дифузії. 
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3. Аналіз стійкості процесу електромасопереносу зарядів у часі показав, 

що в наближенні амбіполярної дифузії дисперсійне рівняння для частоти 

збурень має перший порядок із експоненціальним характером збільшення (або 

зменшення) збурень концентрації зарядів у часі. 

4. Розроблено та обґрунтовано метод виконання багатоваріантних 

чисельних експериментів по визначенню просторово-часового розподілу 

зарядів в фотоелектричних та електрохімічних перетворювачах енергії при 

довільних, у тому числі суттєво неоднорідних та розривних по просторових 

координатах початкових розподілах концентрації зарядів. Це дало можливість 

розширити уявлення про характер зміни концентрації зарядів у часі не тільки 

при малих, але і при великих початкових збуреннях концентрації зарядів. 

5. В результаті багатоваріантних чисельних експериментів встановлено, 

що при довільних початкових розподілах концентрації зарядів в режимі 

стабілізації при великих значення часу кінцевий профіль їх розподілу в 

просторі характеризується достатньо гладким розподілом в середині та різко 

неоднорідним розподілом поблизу границь з формуванням граничних шарів. 

6. З урахуванням характеру розподілу концентрації зарядів у просторі в 

установленому в часі стані, а також у проміжних в часі станах, для практичної 

реалізації чисельних експериментів створено чисельний алгоритм розрахунків 

із використанням повністю нерівномірних сіток, який має істотні переваги 

перед іншими внаслідок зменшення розмірності алгебраїчних рівнянь, що 

реалізують метод скінченних різниць, і дає зменшення часу розрахунків на 

порядок із забезпеченням стійкості та точності розрахунків. 

7. На основі використання теореми про дивергенцію розроблено метод 

переходу від внутрішніх локально-розподілених у просторі параметрів 

фотоелектричних та електрохімічних перетворювачів (концентрації зарядів, 

температури тощо) до усереднених по об’єму параметрів, що дає можливість 

визначити їх вплив на режими функціонування фотоелектричних та 

електрохімічних перетворювачів в системах електропостачання. 
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